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1. Olgu P tiisarvuliste kordajatega kuuppoliinoom, kusjuures P(k) jagub 5-ga iga téisarvu k korral.
Toestage, et poliinoomi P koik kordajad jaguvad 5-ga.

2. Maatriksi X € Maty(C) ja positiivse tdisarvu n korral tihistame oy, (X) = E+ X + X2 4+ ... + X"
Milliste positiivsete tdisarvude n korral kehtib lause

VX,Y € Maty(C) XY =YX & aX)ap(Y)=a,(Y)a,(X)?

3. Olgu m > 0. Olgu funktsioon f: [0,00) — R poolldigus [0, c0) pidev ning vahemikus (0, c0) pidevalt
diferentseeruv, kusjuures koigi « € (0, 00) korral kehtivad vorratused

em f(x)f'(z) =m
ja
[f(z)] < m.
Toestage, et f(0) = 0 ning eksisteerib piirvddrtus lim f(z). Leidke koik voimalused, millega antud
T—0o0

piirvaértus voib vorduda.



Lahendused.

1. Poliinoom on P(z) = az® +bz® + cx+d. Valides z =0, z =1, z = —1 ja x = 2, saame, et
5|d,
5la+b+c+d,

5|—a+b—c+d,
5| 8+ 4b+ 2¢ + d.

Jaguvusseose aditiivsuse omadus (5 | u,v = 5 | u + v) annab, et 5 | 2(b + d), millest 5 | b+ d, sest 5 ja
2 on iihistegurita. Et 5 | d, siis 5 | b. Niiid 5 | @ + ¢ ja samas 5 | 8a + 2¢, millest 5 | 4a + c. Jéarelikult
5| 3a, millest 5 | a ja seetottu 5 | c.

2. Lahendus 1. Juhul n = 1 on muidugi need vordused samavéaérsed. Naitame, et juhul n > 1 nii ei ole.

Olgu n > 1.
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a,(Y) = <
Seega, tdhistades T,, = 1+ z + ...+ x", leiame, et
an(X)an(Y) — ap(Y)an(X) = (

g

Valides z nii, et ta on poliinoomi 7, (x) —1 = x +...+ 2" nullist erinev juur, ndeme, et XY —Y X # 0,
ent an (X)a,(Y) — an(Y)an(X) =0.
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8 . Maatriksi Y koostame nii,

O =

Lahendus 2. Kontrandite voime valida ka teisiti. Olgu X = (

cose  sine

et Y"1 = E. Selleks olgu Y = ( .
—sine cose

>, kus e(n + 1) = 27. Nitid o, (Y)Y — E) =
2
Y™ — E =0, samas det(Y — E) = 2 — 2cose = (2 sin %) # 0. Jarelikult o, (Y) = 0, mistottu

cose sine \ . cose 0 .
an(X)an (V) — (V) (X) = 0. Samas XY = ( 0 0 ) jaYX = ( Csine 0 >, mistottu
XY #YX.

Markus. Lahendus 2 néitab, et iilesande viide kehtib tegelikult ka maatriksite ringi Mato(R) jaoks.

3. Antud vorratus f(z)f'(z) > me” on samavidirne vorratusega (f(z)?) > 2me™ . Néeme, et

(f(z)?)" > 0, kui € (0,00), jérelikult on funktsioon f? aga siis ka |f| rangelt kasvav poolldigus
[0,00). Teiselt poolt on |f| antud poolldigus tokestatud: |f(x)| < m. Monotoonsusprintsiibi pohjal
saame, et leidub 16oplik piirvddrtus A := lim |f(x)|.

Tr—r00



Newton-Leibnizi valemist (funktsiooni (f(x)?)" kohta, mis on suvalise ¢ > 0 korral 16igus [e, 2] pidev)
jareldame, et

x T
f(2)? = f(e)? +/ (F()?) dt = f(e)? +/ 2me”m dt = f(e)? + mPe”m —m2e m.

€ €

Léheme vorratuses molemal pool piirile e — 0+. Kuna f on pidev punktis 0, saame, et
f(@)* > f(0)? +m? —mPe .
Minnes niiiid piirile 2 — oo, nieme, et A% > f(0) + m?. Teiselt poolt aga noéude |f(z)| < m téttu
A? < m?. Jirelikult tuleb ainsa voimalusena kéne alla, et f(0) =0 ja A = m.
Niitame jargnevalt, et lim f(z) eksisteerib ning tema ainsad voimalikud véértused on m ja —m.
Tr—r 00
Kuna lim |f(z)| = m, siis leidub arv D > 0 nii, et kui > D, siis f(x) > % V f(z) < —%.
Tr—r 00

Paneme téhele, et leiab aset tépselt iiks teineteist vilistavatest voimalustest: x > D = f(x) > %
ning x > D = f(z) < —%. Toepoolest, kui leiduksid punktid x1,ze € (D,00) nii, et f(xz1) >
% ja fza) < —%, siis funktsiooni f pidevuse ja Bolzano—Cauchy teoreemi tottu leiduks punkt zs
vahemikust otspunktidega x1 ja xs nii, et f(x3) = 0, mis on voimatu.
Niisiis, kogu vahemikus (D, o0) kehtib kas f = |f| voi f = —|f], mistottu otsitav piirvadrtus lim f(x)

Tr—00
eksisteerib ja on kas m voi —m.

Miérgime 16puks, et molemad variandid voivad realiseeruda. Toepoolest, funktsioonid f(z) = +my/1 — e m
2 2 —2x

rahuldavad iilesande néudeid, kuna f(z)? = m? — m2e~ = ning selle tuletis on 2me = .



