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1. Mitu korda on keskmiselt vaja visata ideaalset t�aringut (iga silmade arvu

1, 2, 3, 4, 5, 6 saamise t�oen�aosus on
1

6
, s�oltumata teistest visetest), kuni saa-

dakse tulemuseks 6 silma?

2. T�oestage, et diferentsiaalv�orrandi

y′ =
1

1 + x2 + y2

iga lahend on t�okestatud funktsioon.

3. T�ahistagu R[x] k�oigi pol�unoomfunktsioonide R→ R hulka. Igale pol�unoom-
funktsioonile p ∈ R[x] olgu seatud vastavusse reaalarv D(p) nii, et

1) D(α1p1 + α2p2) = α1D(p1) + α2D(p2),

2) D(p1p2) = D(p1)p2(
1
2
) + p1(

1
2
)D(p2),

kus p1, p2 ∈ R[x] ning α1, α ∈ R on suvalised. (Kirjutis p1p2 t�ahistab punk-
tiviisi korrutist.)

a) T�oestage, et D(p) = Cp′(1
2
) (kus C ∈ R).

b) Asendame D de�nitsioonis pol�unoomfunktsioonide hulga R[x] hulgaga
C[0, 1] (pidevad funktsioonid [0, 1] → R). T�oestage, et n�u�ud D(f) = 0
iga f ∈ C[0, 1] korral.

4. Olgu a, b, c ∈ C. T�oestage, et a, b, c on komplekstasandil asuva (v�oib-olla
kidunud) v�ordk�ulgse kolmnurga tipud parajasti siis, kui

a2 + b2 + c2 = bc+ ca+ ab.

5. T�oestage, et igal l�oplikul r�uhmal, mille elementide arv on v�ahemalt 3, leidub
mittetriviaalne (st. samasusteisendusest erinev) automor�sm.

M�arkus. Olgu G r�uhm tehte ∗ suhtes. Bijektsiooni f : G → G, mille korral
f(x ∗ y) = f(x) ∗ f(y) iga x, y ∈ G jaoks, nimetatakse r�uhma G automor�s-
miks.



6. Mina�c ja Willans on saanud j�argmise valemi n-nda algarvu leidmiseks:

pn = 1 +
2n∑
m=1


 n

1 +
∑m

j=2

⌊
(j−1)!+1

j
−
⌊
(j−1)!
j

⌋⌋
 1
n

 .
T�oestage, et valem kehtib.

M�arkus. Kirjutis bxc t�ahistab suurimat t�aisarvu, mis ei �uleta arvu x, st.
t�aisarvu, mis rahuldab j�argmisi v�orratusi: bxc 6 x < bxc+ 1.
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Math Olympiad of University of Tartu

Tartu, 17.05.2024

1. What is the average number of times that an ideal dice (the probability of

obtaining any of the values 1, 2, 3, 4, 5, 6 is
1

6
independently of other rolls)

must be rolled until one obtains the value 6?

2. Prove that every solution of the di�erential equation

y′ =
1

1 + x2 + y2

is a bounded function.

3. Let us denote by R[x] the set of all polynomial functions R→ R. For every
polynomial function p ∈ R[x] let us denote a real number D(p) such that

1) D(α1p1 + α2p2) = α1D(p1) + α2D(p2),

2) D(p1p2) = D(p1)p2(
1
2
) + p1(

1
2
)D(p2),

where p1, p2 ∈ R[x] and α1, α ∈ R are arbitrary. (The expression p1p2 denotes
pointwise multiplication.)

a) Prove that D(p) = Cp′(1
2
) (where C ∈ R).

b) In the de�nition of D, let us replace the set R[x] by C[0, 1] (continuous
functions [0, 1]→ R). Prove that now D(f) = 0 for every f ∈ C[0, 1].

4. Let a, b, c ∈ C. Prove that a, b, c are vertices of a (possibly degenerate) equi-
lateral triangle lying in the complex plane if and only if

a2 + b2 + c2 = bc+ ca+ ab.

5. Prove that for every �nite group with at least 3 elements, there exists a
non-trivial (i.e., di�erent from identity) automor�sm.

Remark. Let G be a group with respect to the operation ∗. A bijection
f : G → G, for which f(x ∗ y) = f(x) ∗ f(y) for every x, y ∈ G, is called an
automor�sm of G.



6. Mina�c and Willans have obtained the following formula for �nding the n-th
prime number:

pn = 1 +
2n∑
m=1


 n

1 +
∑m

j=2

⌊
(j−1)!+1

j
−
⌊
(j−1)!
j

⌋⌋
 1
n

 .
Prove that this formula holds.

Remark. The symbol bxc denotes the largest integer not exceeding x, i.e.,
the integer satisfying the following inequalities: bxc 6 x < bxc+ 1.
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Lahendused

1. Lahendus 1. T�ahistame l�uhiduse huvides p =
1

6
ning q = 1− p. Tulemuse ½6

silma� esmakordse tuleku t�oen�aosuste kohta saame j�argneva tabeli:

Katsete arv Katse t�oen�aosus
1 p
2 pq
3 pq2

...
...

Katsete arvu keskv�a�artus m avaldub j�argmiselt:

m =
∞∑
k=1

k · pqk−1.

Selle rea summa leidmiseks on mitu v�oimalust, �uks neist on astmeridade

teooria kasutamine. Kuna astmerida
∞∑
k=1

qk v�oib tema koonduvusvahemikus

(−1, 1) liikmeti diferentseerida, siis

∞∑
k=1

kqk−1 =

(
q

1− q

)′
=

1

(1− q)2
.

J�arelikult

m =
∞∑
k=1

k · pqk−1 = p ·
∞∑
k=1

kqk−1 =
p

(1− q)2
=

p

p2
=

1

p
.

Niisiis keskmine visete arv, et saada 6 silma, on
1

p
= 6 viset.

Lahendus 2. Koonduva rea summat

m =
∞∑
k=1

k · pqk−1 = p+ 2pq + 3pq2 + . . .

saab leida ka j�argnevalt. Kuna

qm =
∞∑
k=1

k · pqk = pq + 2pq2 + . . . ,
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siis lahutamisel saame:

m− qm = p+ pq + pq2 + . . . = p ·
∞∑
k=0

qk =
p

1− q
=
p

p
= 1.

J�arelikult m =
1

1− q
=

1

p
= 6.

2. Leidugu punkti (x0, y0) jaoks diferentseeruv funktsioon f : R→ R nii, et

f ′(x) =
1

1 + x2 + f(x)2
, x ∈ R,

ning y0 = f(x0).

Paneme t�ahele, et tuletisfunktsioon f ′ on positiivne. J�arelikult funktsioon f
on rangelt kasvav. Newton�Leibnizi valemi kohaselt

f(x) = y0 +

x∫
x0

dt

1 + t2 + f(t)2
, x 6= x0.

N�u�ud

|f(x)− y0| 6
∞∫

−∞

dt

1 + t2 + f(t)2
6

∞∫
−∞

dt

1 + t2
= π.

M�arkus 1. �Ulesande lahendamise jaoks polnud �uldse oluline, kas lahendik�overaid
(iga punkti jaoks) leidub ja kas nad on �uheselt m�a�aratud. Nendele k�usimustele
vastused on jaatavad. Vastavalt globaalsele Picard�Lindel�o� teoreemile iga
konkreetse (x0, y0) korral leidub t�apselt �uks diferentseeruv funktsioon f : R→
R nii, et

f ′(x) =
1

1 + x2 + f(x)2
, x ∈ R,

ning y0 = f(x0).

Globaalse Picard�Lindel�o� teoreemi saab s�onastada j�argnevalt: kui pidev
funktsioon F : R × Rn → R on teise argumendi j�argi �uhtlaselt Lipschitzi
funktsioon (st. t�ous on t�okestatud sama konstandiga kogu l�ahtehulga jaoks),
siis leidub igal algv�a�artus�ulesandel {y′(x) = F (x, y(x)); y0 = y(x0)} �uheselt
m�a�aratud lahend R→ Rn.

Meie juhtumil on n = 1 ja F (x, y) =
1

1 + x2 + y2
, sealjuures∣∣∣∣∂f∂y (x, y)

∣∣∣∣ = 2|y|
(1 + x2 + y2)2

6
2|y|

(1 + y2)2
< 1, x, y ∈ R.
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M�arkus 2. Kuna p�ohiliselt kasutatakse �opikutes Picard�Lindel�o� (Cauchy)
teoreemi lokaalset varianti (n�aiteks mingis v�aikeses kinnises ristk�ulikus), siis
skitseerime t�aielikkuse huvides siinkohal eelmises m�arkuses kaldkirjas toodud
v�aite t�oestuse. Olgu �uhtlane Lipschitzi t�oke L, see t�ahendab,

‖F (x, y2)− F (x, y1)‖ 6 L‖y2 − y1‖, x ∈ R, y1, y2 ∈ Rn.

T�ahistame pidevate R→ Rn funktsioonide ruumis normi

|||y||| = sup
x∈R

e−2L|x|‖y(x)‖

ning vaatleme funktsioonide ruumi S = {y ∈ C(R,Rn) : |||y||| <∞}. Hulka S
kuuluvad ka konstantsed funktsioonid. T�oestuse idee on n�aidata, et Picardi
operaator P : S → S,

(Py)(x) = y0 +

x∫
x0

F (t, y(t)) dt, y ∈ S, x ∈ R,

on ahendav (ruumi S normis), ja rakendada Banachi p�usipunkti printsiipi
jadale (y0, P (y0), P (P (y0)), . . .).

Ahendavus j�areldub j�argmisest v�orratusest:

e−2Lx‖(P (y2))(x)− (P (y1))(x)‖ 6

6

x∫
x0

e−2L(x−t) · e−2Lt · L · ‖y2(t)− y1(t)‖ dt 6

6 L|||y2 − y1|||
x∫

x0

e−2L(x−t)dt 6

6
1

2
(1− e−2L(x−x0))|||y2 − y1||| 6

6
1

2
|||y2 − y1|||.

3. K�oigepealt, valides p1 = p2 = 1, leiame punkti 2) p�ohjal, et D(1) = 2D(1),
millest D(1) = 0. Homogeensuse t�ottu (punkt 1)) on k�oigi konstantsete
(pol�unoom)funktsioonide D-v�a�artus null.

a) Lineaarsus (punkt 1)) v�oimaldab vastust saada �uksikute monoomide kau-
pa. T�oestame matemaatilise induktsiooni abil, et

D(xn) = nD(x) ·
(
1

2

)n−1
. (1)
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Baasjuhul n = 1 pole midagi t�oestada.

Kehtigu v�ordus (1), kui n rollis on n−1. Valides p1 = x ja p2 = xn−1, saame,
et

D(xn) = D(x) ·
(
1

2

)n−1
+

1

2
D(xn−1) =

= D(x) ·
(
1

2

)n−1
+

1

2
· (n− 1)D(x)

(
1

2

)n−2
=

= nD(x) ·
(
1

2

)n−1
,

nagu vaja.

T�ahistanud D(x) = C, olemegi saanud, et D(p) = Cp′
(
1

2

)
.

Teiselt poolt, kontroll n�aitab, et D(p) = Cp′
(
1

2

)
rahuldab tingimusi 1) ja

2).

b) N�u�ud onD : C[0, 1]→ R lineaarne operaator, kusjuuresD(fg) = D(f)g(1
2
)+

D(g)f(1
2
) suvaliste f, g ∈ C[0, 1] korral.

Paneme t�ahele, et kui funktsiooni f ∈ C[0, 1] jaoks kehtib, et f(1
2
) = 0 ning

f > 0, siis D(f) = 0. T�oepoolest, sellise funktsiooni korral saame, et

D(f) = D

((√
f
)2)

= 2D
(√

f
)
·
√
f(1

2
) = 0.

See, etD on lineaarne ja et konstantse funktsiooniD-v�a�artus on 0, v�oimaldab
�uldisust kitsendamata eeldada, et f(1

2
) = 0. T�oepoolest, kui nii ei ole, t�ahistame

f̃(x) = f(x)− f(1
2
) ning paneme t�ahele, et

D(f̃) = D(f − f(1
2
)) = D(f)−D(f(1

2
)) = D(f).

Olgu niisiis f ∈ C[0, 1] suvaline, eeldame �uldisust kitsendamata ainult, et
f(1

2
) = 0. Jagame f kaheks osaks:

f+(x) =
|f(x)|+ f(x)

2
, f−(x) =

|f(x)| − f(x)
2

, f = f+ − f−.

Funktsioonid f+, f− on samuti l�oigus [0, 1] pidevad, sest absoluutv�a�artuse
v�otmine on pidev ja aritmeetilised tehted s�ailitavad pidevuse. Ent lisaks keh-
tivad omadused f+, f− > 0 ning f+(

1
2
) = f−(

1
2
) = 0. Niisiis

D(f) = D(f+ − f−) = D(f+)−D(f−) = 0.
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4. Lahendus 1. T�ahistame kompleksarvudele a, b, c vastavad punktid tasandil
t�ahtedega A,B,C. Vaatame k�oigepealt juhtu, kui A,B,C ei ole kollineaar-
sed.

Olgu kolmnurk ABC v�ordk�ulgne, konkreetsuse m�ottes vastup�aeva orientee-
rituna. N�u�ud

c− a = (b− a)e
iπ
3 , a− b = (c− b)e

iπ
3 .

J�arelikult
(c− a)(c− b) = (a− b)(b− a),

mis on samav�a�arne tingimusega

a2 + b2 + c2 = bc+ ca+ ab.

Vastupidi, eeldame, et kehtib a2 + b2 + c2 = bc+ ca+ ab ehk (c− a)(c− b) =
(a− b)(b− a). J�arelikult

c− a
b− a

=
a− b
c− b

= reiθ

mingite r, θ korral. Niisiis

|AC|
|AB|

=
|BA|
|BC|

= r

ning
∠BAC = ∠CBA = ±θ (mod 2π).

Alusnurkade v�ordumine annab haarade v�ordumise: |AC| = |BC|. J�arelikult
ABC on v�ordk�ulgne.

Vaatame l�opuks juhtu, kui A,B,C on kollineaarsed. Tingimus a2+ b2+ c2 =
bc+ ca+ ab ehk (c− a)(c− b) = (a− b)(b− a) on invariantne nihete (k�oigile
arvudele konstandi liitmine) ja �umber nullpunkti toimuvate p�o�orete (k�oiki
arvusid korrutatakse mingi teguriga eiθ) suhtes. Niisiis v�oime eeldada, et
a, b, c on reaalarvud ja a = 0. N�u�ud teiseneb tingimus kujule c2+b2 = bc, mis
kehtib parajasti siis, kui c = b = 0 (seda saab t�oestada, vaadeldes tingimust
c2 + b2 = bc ruutv�orrandina c suhtes, v�oi m�argates, et see on samav�a�arne
v�ordusega b2+c2+(c−b)2 = 0). Seega sel juhul antud tingimus on samav�a�arne
sellega, et a, b, c on kidunud v�ordk�ulgse kolmnurga (kokkulangevad) tipud.

Lahendus 2. Paneme t�ahele, et �ulesande tingimus ei muutu nihete, p�o�orete
ja skaleerimistega. T�oepoolest, olgu k�oigist arvudest lahutatud ω ∈ C, siis
uus tingimus on j�argmine:

(a−ω)2+(b−ω)2+(c−ω)2 = (b−ω)(c−ω)+(c−ω)(a−ω)+(a−ω)(b−ω)
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ehk

a2 + b2 + c2 − 2ω(a+ b+ c) + 3ω2 = bc+ ca+ ab− 2ω(a+ b+ c) + 3ω2

ehk
a2 + b2 + c2 = bc+ ca+ ab.

Olgu n�u�ud k�oiki arvusid korrutatud kompleksarvuga reiϕ (kus r > 0, ϕ ∈ R),
siis selle ruut tuleb tegurina m�olemalt poolt ette ja taandub tegurina v�alja.

Niisiis on antud tingimuse kehtimiseks (�uldisust kitsendamata) kaks v�oimalust:

(a) a = 0, b = 1. N�u�ud j�a�ab tingimus kujule c2 +1 = c, mis on samav�a�arne

sellega, et c = cos
π

3
± i sin

π

3
=

1

2
± i

√
3

2
. On j�a�anud teha kindlaks

vektorite b− a, c− b, a− c vahelised nurgad v�oi pikkused.

Arvutame:

|b− a|2 = 1,

|c− b|2 =

〈
−1

2
± i

√
3

2
,−1

2
± i

√
3

2

〉
= 1,

|a− c|2 =

〈
−1

2
∓ i

√
3

2
,−1

2
∓ i

√
3

2

〉
= 1.

Tegu on (mittekidunud) v�ordk�ulgse kolmnurgaga.

(b) a = b = 0. N�u�ud on tingimus kujul c2 = 0 ehk c = 0. Tegu on kidunud
(v�ordk�ulgse) kolmnurgaga.

5. Olgu (l�oplik) r�uhm (G, ∗) esmalt mittekommutatiivne, siis G\{a : ∀b ∈ Ga∗
b = b∗a} 6= ∅ on mittet�uhi. Valime sellest hulgast elemendi a ning koostame
teisenduse f(x) = a−1 ∗ x ∗ a. Kuna mingi x ∈ G korral a ∗ x 6= x ∗ a, siis
x 6= a−1 ∗ x ∗ a, j�arelikult f pole samasusteisendus. Vahetu kontroll n�aitab,
et f on G automor�sm: f(x) = f(y) annab, et a−1 ∗ x ∗ a = a−1 ∗ y ∗ a,
millest x = y; �kseeritud elemendi y korral osutub, et f(a ∗ y ∗ a−1) = y, ja
f(x ∗ y) = a−1 ∗ x ∗ y ∗ a = (a−1 ∗ x ∗ a) ∗ (a−1 ∗ y ∗ a) = f(x) ∗ f(y).
J�argnevalt vaatame Abeli r�uhmi. Olgu esiteksG = {e, a, a2, . . . , am−1} (ts�ukliline
r�uhm). Etm > 2, saame valida n sellise, et n > 1 ja n oleksm-ga �uhistegurita.
N�u�ud f(x) = xn on otsitav automor�sm, kuna seet�ottu, et S�UT(m,n) = 1,
kehtib moodulim j�argi v�ordus {n, 2n, 3n, . . . , (m−1)n} = {1, 2, 3, . . . ,m−1}
ja j�arelikult f on s�urjektsioon l�oplikul hulgal (seega bijektsioon).
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Kui (G, ∗) on suvaline l�oplik Abeli r�uhm, siis vastavalt Abeli r�uhmade p�ohiteoreemile
laguneb ta ts�ukliliste r�uhmade otsesummaks (vastavalt elementide arvu te-
gurdusele aritmeetika p�ohiteoreemi j�argides). Kui kasv�oi �uks neist otseliide-
tavatest on v�ahemalt 3-elemendiline, saame automor�smi nii, et selles otse-
liidetavas kasutame eelmise l�oigu teisendust ja mujal samasusteisendust. Kui
k�oik otseliidetavad on kahe-elemendilised, siis valime neist suvalised kaks ja
permuteerime omavahel.

6. Wilsoni teoreemi kohaselt on t�aisarv n > 1 algarv parajasti siis, kui n |
(n− 1)! + 1. J�arelikult⌊

(j − 1)! + 1

j
−
⌊
(j − 1)!

j

⌋⌋
=

{
1, kui j on algarv,

0, kui j on kordarv.

Niisiis on j�a�anud t�oestada, et

pn = 2 +
2n∑
m=2

⌊⌊
n

1 + π(m)

⌋ 1
n

⌋
,

kus π(m) on arvu m mitte �uletavate algarvude arv.

Paneme t�ahele, et⌊⌊
n

1 + π(m)

⌋ 1
n

⌋
=

{
1, kui π(m) 6 n− 1,

0, muul juhul.

T�oepoolest,
n

1 + π(m)
< 1 ⇔ π(m) > n− 1.

Teiselt poolt, n�aiteks Bernoulli v�orratuse ((1 + x)r 6 1 + rx, kui 0 6 r 6 1
ja x > −1) kohaselt⌊

n

1 + π(m)

⌋ 1
n

6
⌊n
2

⌋ 1
n
6 1 +

(⌊n
2

⌋
− 1
)
· 1
n
< 1 +

n

2
· 1
n
< 2

Indeks m l�abib v�a�artused 2-st 2n-ni. Sealjuures,

π(m) 6 n− 1 ⇔ m < pn.

Niisiis, liidetav 1 saadakse m = 2, 3, 4, . . . , pn− 1 korral, kokku pn− 2 korda.
J�arelikult

2 +
2n∑
m=2

⌊⌊
n

1 + π(m)

⌋ 1
n

⌋
= 2 + (pn − 2) = pn.
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