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. Olgu A lopmatu maatriks, mis on saadud Pascali kolmnurga kiililikeeramisel:
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(Tapsemalt, maatriksi A vasakpoolses veerus ja iilemises reas on iihed ning iga muu element on
tema kohal ja temast vasakul oleva elemendi summa.)

Tdestage, et maatriksi A iga miinor, mis on saadud vasakult lugedes n esimese veeru ja iilalt lugedes
n esimese rea véljavalimisel (nn. juhtmiinor), on vordne 1-ga.

. Funktsioon f: [0,00) — R on iihtlaselt pidev hulgas [0, c0). On teada, et iga reaalarvu x > 0 korral
arvjada (f(z + n)), koondub nulliks. Toestage, et

lim f(z) =0.

Tr— 00

Markus. Funktsiooni f iihtlane pidevus hulgas X tdhendab seda, et mistahes € > 0 korral leidub
§ > 0 nii, et suvaliste z, 2" € X korral kehtib implikatsioon |z — 2’| < § = |f(z) — f(2')] < e.

. Jiri ja Mari mangivad jargmist méngu. Mari valib 4 x 4 ruudustiku ruutudest vilja 7 ruutu ning
paigutab igaiihesse neist iihe tdrni. Seejérel valib Jiiri viilja kaks rida ja tiihjendab need tdrnidest,
ning valib vélja kaks veergu ja tiihjendab need térnidest. Kui ruudustik on niiiid tiihi, voitis Jiiri,
vastasel korral voitis Mari.

(a) Kirjeldage koiki voimalusi, kuidas peab Mari tirnid paigutama, et tema voit oleks garantee-
ritud.

(b) Leidke selliste tarnipaigutuste koguarv, mille korral Mari garanteeritult voidab. Ruudustikku
ei pdorata; pooramistel ja peegeldustel iiksteisest saadavad paigutused loeme erinevateks.

. Olgu G selline rithm, milles kehtivad jargmised kaks tingimust:

e puuduvad elemendid jirguga 2, st. puuduvad sellised elemendid = € G\ {1}, et 2% = 1,
o (zy)? = (yx)* kéigi z,y € G korral.
Tdestage, et G on Abeli rithm.

. Pulgale pikkusega 1 mérgitakse teineteisest soltumatult kaks juhuslikku tihtlase jaotusega murde-
punkti. Siis murtakse pulk valitud kohtadest katki, seega tekib kolm (iildjuhul eri pikkusega) juppi.
Leidke lithima jupi pikkuse keskvéirtus, keskmise pikkusega jupi pikkuse keskvaidrtus ja pikima
jupi pikkuse keskvairtus.

. Toestage vordus

1 o0
/ 7 %dr = g n~".
0 n=1
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1. Let A be an infinite matrix that has been obtained by rotating the Pascal triangle sideways:
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(More precisely, in the leftmost column and uppermost row of A there are 1-s and every other
element is the sum of its top and left neighbour.)

Prove that every minor of A that has been obtained by choosing n first columns from the left and
n first rows from the top (i.e., leading principal minor) equals 1.

2. A function f: [0,00) — R is uniformly continuous in [0, c0). It is known that for every real number
x > 0 the sequence (f(z + n)), converges to zero. Prove that

lim f(z) =0.
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Remark. Uniform continuity in a set X of a function f means that for every £ > 0 there exists a
§ > 0 such that for all z, 2" € X there holds an implication |z — 2’| < 6 = |f(z) — f(2)] < e.

3. Jiri and Mari are playing the following game. Mari chooses 7 squares from the table of 4 x 4
squares, and puts one asterisk into every one of the chosen squares. After that, Jiiri chooses two
rows and cleans all asterisks from these rows, and chooses two columns and cleans all asterisks
from these columns. If the table is now empty, the winner is Jiiri, otherwise the winner is Mari.

(a) Describe all possibilities how Mari should locate the asterisks in order to guarantee her victory.

(b) Find the total number of such arrangements of asterisks where Mari’s victory is guaranteed.
The table is not rotated; arrangements that can be obtained from each other by rotation or
reflection are considered to be different.

4. Let G be a group with the following properties:

e it does not contain elements of order 2, i.e., does not contain such elements z € G\ {1} for
which z? =1,

o (zy)? = (yx)? for every z,y € G.
Prove that G is abelian.

5. Consider a stick of length 1. Independently of each other, two random breakpoints of uniform
distribution are marked on the stick. After that the stick is broken at the chosen points, yielding
three parts (in general, of different lengths). Find the mean of the length of the shortest part, mean
of the length of the second shortest part, mean of the length of the longest part.

6. Prove that
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Lahendused

1. Tlmselt viide kehtib n = 1 korral (vahetu kontroll).

Vaatleme iildjuhu toestamiseks maatriksit A, = (a;;);';j—;, mis tugineb maatriksi A esimesele
n reale ja esimesele n veerule, kusjuures teame, et seal kehtib binoomkordajate omadus a;; =
a;j—1 + aj—1,j, vilja arvatud esimese rea ja veeru jaoks (nendes on a;1 = a1,; = 1).

Teostame maatriksiga A,, jirgmised elementaarteisendused: n-ndast reast lahutame (n — 1). rea,
(n — 1). reast lahutame (n — 2). rea jne. Kuna

agj = apj—1+ak—15,  k=2,3,...,n,

siis k-ndast reast (k — 1). rea lahutamisel tuleb ay ; asemele ay j_1. Kokkuvottes saame, et

1 1 1 1 o 1 1 1 1 1 . 1

1 a2 a3z azsa ... asn 0 a1 az2 as3z ... aznp_1
A, = 1 az2 azz azs ... azp ~ 0 asz1 as2 asz3 ... azn-1

1 Gn2 Aan3 Gn4 ... GOpnp 0 Gn,1 Aan2 Gn3 ... GOGpnpn—1

Jérgnevalt teostame saadud maatriksiga elementaarteisendused: n-ndast veerust lahutame (n —1).
veeru, (n — 1). veerust lahutame (n — 2). veeru jne. Niilid annab vordus

Qij = Gi—1k + Qi k—1, k=2,3,...,n,

selle, et k-ndast veerust (k — 1). veeru lahutamisel tuleb a;j asemele a;_; . Kokkuvottes saame,

et
1 1 1 1 . 1 1 0 0 0 . 0
0 a1 a2 a3z ... G2n,-1 0 a; a2 a3 ... Q1p-1
A, ~ | 0 asn az2 azz ... azna [ | O a2 a2 a3 ...  A2p-1
0 ap1 Gp2 Gn3 ... Apn-1 0 ap—11 Gn-12 Gn-13 ... Gp_1n-1

Saadud maatriksi teisest reast ja veerust alates on alammaatriks A, _1. Determinandi arvutamisel
saame esimese rea jirgi arendada ning peame silmas, et teostatud elementaarteisendused ei muuda
determinanti. Niisiis induktiivselt

det A, =detA,,_1=...=det A; = 1.

2. Fikseerime reaalarvu € > 0. Meie iilesanne on leida reaalarv D > 0 selliselt, et suvalise > 0 korral
kehtiks implikatsioon
x>D = |f(z)|<e.

Uhtlase pidevusega seonduvalt leiame koigepealt sellise § > 0, et suvaliste , 2" > 0 korral kehtiks

implikatsioon

p-a<d = |f@) - fE)l <3
Valime poolldigus [0,1) (lihtsuse mottes iihtlase) o-vorgu, néiteks punktid z; = 2, kus k£ > 5
7 =0,....k— 1. Selliseid punkte on loplik arv, mistottu on voimalik valida {ihine N omadusega,

et kui n > N, siis |z, +n| < % kdigi j =0, ...,k — 1 korral.

Olgu niiid > N + 1. Siis |z] > N ning « — |z| € [0,1). Et punktid o, ...,zt—1 on poolldigu
[0,1) d-vork, siis leidub z; nii, et |« — |z] — z;| < ¢. Kuna |x] > N, siis | f(z; + |z])| < % Valides
o' =, + |z, siis seetdttu, et |z — 2’| < J, kehtib |f(z) — f(z/)| < %
Kokkuvottes

F@) < @) = f@) +[F@)] < 5 +5 ==



3. a) Analiiiisime, milline peab olema tirnide paigutus, et kahe rea ja kahe veeru tiihjendamisega
poleks voimalik kogu tabelit tiihjendada.

Koigepealt pole voimalik, et mones reas voi veerus oleks 3 tirni. Toepoolest, olgu néiteks {ihes reas
3 térni, siis mingis teises reas peab olema ka vihemalt 2 térni. Jiiri tiihjendaks need read ning alles
jadks ainult kaks térni, mida saab kahe veeru tiithjendamisega korvaldada.

Niisiis on nii ridades kui veergudes tirnide arvud (2,2, 2, 1).

Vaatleme rida, kus on 1 tirn. Kui oletada, et temale vastavas veerus V on siiski 2 tarni, voidaks
Jiiri. Nimelt, ta tiihjendaks kaks (muud) rida, kus on 2 térni, siis selle veeru V', ning alles on ainult
1 térn, mille saab veeru tiihjendamisega korvaldada.

Kokkuvéttes peab iiks tirn olema ainus oma reas ja veerus. Ulejdsinud 6 téirni on siis paigutatud
kolme rea/veeru peale, igas reas/veerus kaks térni. See tdhendab, et iilejidinud 6 tdrni asuvad
tsiikliliselt: kaks tdrni 77 ja T mingis reas, siis Tr-le vastavas veerus olemas veel teine tirn T3,
temale vastavas reas omakorda teine tirn Ty, temale vastavas veerus (see ei saa olla sama veerg,
kus asub T, kuna siis oleks juba tdidetud kaks rida ja kaks veergu, mistottu ei saaks kolmandasse
ritta ja veergu kaht tdrni paigutada) teine tdrn T5. Niitid on ainult T}-le vastavas veerus iiks térn,
aga peaks olema kaks, sinna tuleb panna térn 7Tg.

Teiselt poolt selline konfiguratsioon — iiks téirn iiksinda ning ilejdfinud kuus tiikki tsiikliliselt —
garanteerib Mari véidu. Toepoolest, Jiiri peab kulutama (néiteks) tihe rea iiksinda seisvale téarnile;
teise kulutab siis mingile reale, kus on kaks tédrni. Ent {ilejaédnud kaks rida nelja térniga sisaldavad
tirne koigis kolmes veerus ning neid koiki ei saa korvaldada kahe veeru tiihjendamise abil.

b) Loeme kokku paigutuste arvu, kasutades tilaltoodud kirjeldust. Uksinda seisva térni valikuks on
16 voimalust. Eeldame niiiid, et iiksinda seisev tdrn on paigas; temast soltumatult on niiid vaja 9
ruudule paigutada 6 tarnist koosnev tsiikkel. Valime iilalt esimese kahetarnilise rea. Sinna tédrnide
panekuks on 3 voimalust. Oletame niiiid, et need térnid 77 ja T on paigas; seejirel on veel vaja
méairata, kas jargmisel real on T}-ga vastavas veerus iiks tirn voi T»-ga vastavas veerus iiks térn.
Ulejiidnu on midratud iiheselt.

Kokkuvottes saame 16 - 3 - 2 = 96 paigutust.

4. Koigepealt saame, et suvaliste x,y € G korral
2y = ((zy™"y)*y = (y(ay™ )%y = yay~'yay~ 'y = yz°.

Niitid
1

vy = e 2yr = ay(a )

r = xyq:_l.

Saame, et

1 1 1

1 71)2

(zyz~ 'y ") =ay(ely )y Ty = aya(y e y)a Ty T = (ay)? (e Ny
1_.—1

(ye)2(z ™ty ™) = yayae~y ey = 1

1

Seega iilesande tingimuse tottu zyz 1y~ = 1, jarelikult zy = yz.

1 5, 11
5. Vastus. 9’ 18 ja T
Vaatleme pulka 16iguna [0, 1], olgu murdekohad X ja YV, kus 0 < z < y < 1. See tihendab, juhuslik
paar (X,Y) on iihtlase jaotusega kolmnurgas, mida piiravad sirged =0, y =1 ja y = x.
Tiikkide pikkused on niiiid jairgmised juhuslikud suurused: X,Y — X, 1-Y. Uldisust kitsendamata
piisab vaadelda X keskvaartust, kui X on vahim; X keskvairtust, kui X on suurim; kuna kogu
pulga pikkus on 1, siis saadud kahe keskv&irtuse 1-st lahutamisel saame keskmise pikkusega pulga
keskvairtuse.

Kui X on védhim, siis X < Y — X (ehk 2X < Y) ning X < 1—-Y (ehk X +Y < 1). Seega
X keskvadrtus on niisuguse kolmnurga raskuskeskme z-koordinaat, mida piiravad sirged z = 0,
2z =y ja x +y = 1. Kolmnurga raskuskeskme z-koordinaadi leidmiseks piisab votta iiks mediaan



(nt. arvutuslikult lihtsaim) ning jaotada ta osades 2 : 1 tipu poolt. Saame, et raskuskeskme z-
1
koordinaat on - - - = —.
33 9
Kui X on suurim, siis X > Y — X (ehk 2X > Y) ning X > 1 —-Y (ehk X +Y > 1). Niitid on

uuritav piirkond nelinurk, mis on piiratud sirgetega z =y, y = 1, 2o = y ja x +y = 1. Suuruse X

keskvairtuse leidmiseks jaotame selle nelinurga sirgega x = — kaheks kolmnurgaks. Vasakpoolses

1 1 1 1 1
kolmnurgas on X keskvdartuseks — — - - —~ ja parempoolses — + - - —

5736 535 Kogu nelinurga puhul X

keskvairtus seega

1
Siin kaalud 5 ‘5 on pindalade suhe, oigupoolest korguste suhe, sest alus on iihine.
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Markus. Keskvaartused saab leida ka integraali abil, kasutades valemit / x dzdy, kus D on piir-

D
kond (antud juhtumil kolmnurk voi nelinurk), mille punktide a-koordinaatide keskvé#rtust arvu-
tame.

. Integrand on 16igus [0, 1] pidev funktsioon

=% kuixz >0,
1, kuixz=0.

Kuna 7% = e *I"%_giig
(rlnx)? T (—xInx)k

flz)=1—znx+ 51 b

(1)

kusjuures kui = 0, siis zlnz := 0. (Sisuliselt tuleks iga kirjutise x Inx asemel lugeda g(z), kus

g(x) = zlnz, kui z > 0, ja g(0) = 0.) Selline t#histus muudab funktsiooni g pidevaks 16igus [0, 1],
1

sest lim xlnz = lim —% = lim (—z)=0.
z—0+ r—0+ — 22 z—0+



Koondumine (1) on punktiviisiline 16igus [0, 1], kuna kui « > 0, siis on tegu exp(—xInx) reaga,
kui aga x = 0, siis nii vasakul kui paremal seisab 1. Koondumine on koguni tihtlane 16igus [0, 1],

seda kontrollime Weierstrassi tunnusega. Kuna funktsiooni g miinimum on kohal zy = =, kus
e
1
funktsioon saavutab védrtuse —— =~ —0,368, intervallis [0, z(] on funktsioon kahanev, intervallis
e

1

[z0, 1] on kasvav ning punktides 0 ja 1 on tema vadrtus 0, siis |z Inz| < —. Saame funktsionaalrea
e

liikmeid hinnata jargnevalt:

<

(—xInx)k
Sk

k!

ok
Et Z % = ¢" € R, siis koondumine (1) on tihtlane intervallis [0, 1].
k=0

Seega on voimalik integraali ja rea summa méirgid vahetada. Saame, et

1 1 1 00 k 1 © 1 k
_ (—zlnx) / / (—zlnz)"dx
7% dx = xdx:/ 1—&-5 | dz = dx+§ — =
/o , T 0 ( L 0 o !

k+1
x
Leiame rea liikmed ositi integreerimise teel, valides u = (Inz)™ ja v = 1

(eeldame, et k > m):

Jem = /01 z*(Inz)™ dz = — ; klﬂxk+l(lnx)m71% = _kLHkam—l'
Kuna 1 1
Jk,O :/0 J)kdl‘ = m,
siis (—1)kk!
Jek = m7
mistottu L oo & 0
/0 7 %dx = 1+Z (_kll) e = Z"in
k=1 n=1



