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1. Olgu || - || norm vektorruumil X. T&esta, et kui z1,...,2, € X on sellised, et
1+ A @l = ]l 4

jaty, ... ty, >0, siis ka
1z + ..+t = G|z + -+ tallzn])-

(Norm vektorruumil X on selline kujutus || - ||: X — [0, 00), et koigi vektorite z,y € X ja skalaaride A
korral
(a) z=0 < |z[ =0,
(b) [IAz]| = [Alll=]],
© llz+yll < =l + lyll.)
2. Olgu @ loenduv reaalsete (n x m)-maatriksite hulk. Olgu B selline reaalne (n x m)-maatriks, et

Bz e {Azx | A € Q} iga x € R™ korral. Kas B € Q7

3. Olgu n € N ning olgu antud n + 1 erinevat kolmeelemendilist hulka k1, ..., k,+1 C {1,...,n}. Toesta,
et leiduvad k; ja k; nii, et hulk k; N k; on iiheelemendiline.

4. Arvuta -
Z (="
—3n(2n+1)

5. Olgu A, B sama m&dtmega komplekssed ruutmaatriksid, kusjuures AB = BA ja 42921 = B2022 — |,
kus F tdhistab iihikmaatriksit. Kas A + B + E saab olla singulaarne?

6. Olgu f: R — R pidev perioodiline funktsioon perioodiga 2, seejuures olgu f kahanev 16igul [0, 1],
kasvav 16igul [1,2] ning f(x) = f(2 — z) kdigi = € R korral. Tdesta, et funktsioon

o(y) = / F(@)f( + y)de

omandab punktis y = 1 minimaalse viértuse.



Mathematics Olympiad of the Univerisity of Tartu 2021 | 21.05.2021

1. Let || - || be a norm on a vector space X. Prove that if ;,...,z, € X are such that
e+t = fle 4+ ]
and t1,...,t, > 0, then also

lt1x1 + ..+ twxn || = G|zl + - -+ tallzall-

(A norm on a vector space X is a mapping || - ||: X — [0, 00) such that for all z,y € X and all scalars
A one has

(a) 2 =0 < |z[ =0,
(b) [[Az]| = [Alllz]],
(©) [lz+yll < llzll + llyll-)

2. Let @ be a countable set of real (n x m)-matrices. Let B be a real (n x m)-matrix such that
Bx € {Ax | A € Q} for all z € R™. Is it true that B € Q7

3. Assume that n € N and we are given n+ 1 distinct three-element sets k1, ..., k,+1 C {1,...,n}. Prove
that there are k; and k; such that k; Nk; consists of a single number.

4. Calculate

7L

; 2n+1

5. Let A, B be complex square matrices of the same size such that AB = BA and A%0?! = B2922 = |,
where E denotes the identity matrix. Can A + B + E be a singular matrix?

6. Let f: R — R be a continuous periodic function with period 2 such that f is decreasing on [0, 1],
increasing on [1,2] and f(z) = f(2 — z) for all z € R. Prove that the function

/ f(@)f(z +y)dx

obtains its minimum at y = 1.



Lahendused

1. Nimetame iilesandes kirjeldatud tingimust Y ||z;|| = || ;|| rahuldavat vektorite hulka {z;} aditi-
ivseks. Aditiivse hulga iga alamhulk on samuti aditiivne. Kui hulk A on aditiivne, siis on seda ka tA
suvalise ¢ € R korral. Lopliku aditiivse hulga {x;} korral on aditiivne ka hulk |J,{t;x;, (1 —t;)x;} iga
arvukomplekti {¢;} C [0,1] korral, mistottu on aditiivne ka {t;z;}. Niisiis on aditiivne ka {t;z;} =
t{%x;} iga arvukomplekti {t;} C [0,] jaoks.

2. Iga x € R™ jaoks leidub maatriks A € @ nii, et (A— B)z = 0. Teisisénu, R™ C (U ker(4A—B). Ent
hulk R™ ei ole esitatav loenduva hulga périsalamruumide tihendina (x). Jérelikult R™ = ker(A — B)
mingi maatriksi A € @ korral, mis tidhendab, et A = B.

Kontrollimaks viite (x) kehtivust, paneme tihele, et iga parisalamruumi Lebesgue’i m66t on 0 ning
seega nende loenduv iithend on samuti nullmooduga. Teine voimalus, juhul n = 2, oleks méirgata, et
iga iihemootmeline alamruum vastab kahele (liksteise vastas asuvale) punktile iihikringjoonel.

3. Lahendus 1. Oletame véitevastaselt, et alati kas k; Nk; = 0 voi |k; Nk;| = 2 iga i # j korral. Tahistame
ki ~ kj, kui |k; Nkj| > 2. Paneme téhele, et seos ~ on transitiivne ja seetottu ekvivalentsusseos. Ni-
isiis laguneb meie kolmikute hulk 1oikumatuteks ekvivalentsiklassideks. Vastuolu on kées, kui néitame,
et kolmikute arv igas klassis pole suurem kui elementide arv nende ithendis. (Téepoolest, kolmikute
koguarv on n + 1, elementide koguarv koigi kolmikute {ihendis aga iilimalt n, ning vastavalt véitevas-
tasele oletusele ei saa iikski element kuuluda korraga mitme ekvivalentsiklassi kolmikutesse.)

Kui ekvivalentsiklass koosneb iihest voi kahest kolmikust, siis on elementide arv iihendis vastavalt kas
3 or 4.

Kui ekvivalentsiklass koosneb kolmest voi neljast kolmikust, on elementide arv iithendis vihemalt 4.
(Minimaalne arv 4 realiseerub juhul, kui kolmikud on {z,y, 2z}, {z,y,u}, {=, z,u} ja {y, z,u}.)

Olgu niitid ekvivalentsiklassis viis voi enam kolmikut. Konstrueerides kolmikuid, millest iga kolme
tihisosa oleks tilimalt tihe-elemendiline, jouame ainult nelja kolmikuni {z,y, z}, {z,y,u}, {z,z,u} ja
{y, z,u}, klassis on aga kolmikuid vdhemalt viis. Seetottu on meie ekvivalentsiklassi kolmes kolmikus
samad elemendid x ja y, mis esinevad siis selle klassi koigis kolmikutes. (T6epoolest, kui klassis
on kolmikud k1 = {z,y,z}, ka = {x,y,u} ja ks = {z,y,v}, siis suvaline selle klassi kolmik, mitte
sisaldamaks molemat elementi x ja y, peaks sisaldama (iihisosa tottu ki1-ga) niiteks elemente z ja z,
(iihisosa tottu ko-ga) elemente x ja u ning ({ihisosa tottu ks-ga) elemente x ja v, see on aga voimatu.)

Jarelikult on elementide arv iihendis kahe vorra suurem kui kolmikute arv.

Lahendus 2. Moodustame ekvivalentsiklassid nagu lahenduses 1. Nagu sealgi, on meie eesmérk toes-
tada, et kolmikute arv igas klassis pole suurem kui elementide arv nende i{ihendis.

Vaatleme ekvivalentsiklassi kolmikute ithendi suurust.
Kui kolmikute {ihendi suurus on 3, siis on tegu {ihe kolmikuga.

Kui iihendi suurus on 4, siis nendest elementidest saab moodustada 4 kolme-elemendilist alamhulka
{z,y,2}, {z,y,u}, {z, z,u} ja {y,z,u}. Seega kolmikute arv sel juhul iilimalt neli.

Kui iithendi suurus on vdhemalt 5, siis leiduvad kaks elementi, mis sisalduvad koigis kolmikutes. Toe-
poolest, vaatleme kolmikuid {xz,y, 2z} ja {z,y,u}, siis leidub kolmik, mille {ihisosa hulgaga {z,y, z,u}
on suurusega 2, seega z ja y sisalduvad ka selles kolmikus. Niilid peab ka iga muu kolmik sisaldama
elemente x ja y (seda selgitati lahenduse 1 16pus detailselt). Jarelikult sel juhul on iithendi suurus kahe
vorra suurem kolmikute arvust.

Lahendus 3. Oletame viitevastaselt, et koikide iihisosade suurused on 0 voi 2. Vaatleme (n 4+ 1) x n
maatriksit A, mille ridu indekseerivad hulgad k; ja veerge pohihulga {1,2,... n} elemendid. Maatriks
A olgu intsidentsusmaatriks, see tdhendab, et A;; = 1, kui j € k;, ja A;; = 0 muul juhul. (n+1)x (n+1)
maatriksi AAT element aj; loendab niitid tihisosa k; N k; elementide arvu. Niisiis maatriksi AAT



determinant on nullist erinev, sest peadiagonaalil on kolmed ja véljaspool peadiagonaali paarisarvud.
Jarelikult peaks maatriksi A astak olema vdhemalt n + 1 — vastuolu maatriksi A mootmega.

Maérkus 1. Lahendus 2 kirjeldab iilesandes vaadeldavate kolmikute siisteemi (kus kolmikute hulga ja
pohihulga voimsused voivad olla suvalised) kéikvoimalikke struktuure: klasside kolmikute iithendid on
paarikaupa iihisosata. Kui sellise iihe iihendi suurus on 4, siis on seal kaks kuni neli suvalist 3-elemendist
alamhulka kolmikuteks, vastasel korral on klassi kolmikud kujul {x,y, z1}, ..., {2, 9, 2}, kus k on klassi
kolmikute arv.

Mdérkus 2. Kombinatoorikas toestatakse iildisem viide, nn paaritu linna teoreem: kui F on hulga
{1,...,n} alamhulkade kogum, mille koik elemendid (alamhulgad) koosnevad paaritust arvust ele-
mentidest ning koik (erinevate alamhulkade) iihisosad paarisarvust elementidest, siis F elementide
(alamhulkade) arv ei iileta arvu n. Kéesolev iilesanne on selle vahetu rakendus — F on kolmikute hulk,
3 on paaritu arv ning 0 ja 2 on paarisarvud.

. Vaatleme rida 3,7 | (—1)?"2?". Vahemikus (—1, 1) koondub see rida summaks 1+ ———. Igas 16igus [—q, ¢|
(kus ¢ € (0,1)) on koondumme tihtlane ning voime integreerida 16igul [0, ] mitahes z € (—1,1) jaoks:

0o 1+*  — 0
hk
© i (_1)71x2n+1
arctanz = —_—
= 2n+1
seega
1 & )"
— = tan(1
6 = arctan( /\[ 3;557] 2n+1

Jarelikult on rea summa ”T‘/g.

. Oletame, et A+ B + E on singulaarne. Siis —Az = (B + E)x mingi vektori  # 0 korral. Kuna
maatriksid A ja B + E kommuteeruvad, siis A-ga korrutades saame, et A%r = (B + E)%x. Selliselt
jétkates leiame, et (—1)* A%z = (B+ E)*x iga k € N korral. Jérelikult ((B + E)?°2! + E)x = 0. Teiselt
poolt (B?°?2 — E)x = 0.

Paneme tiihele, et poliinoomid (z + 1)292! + 1 ja 22022 — 1 on iihistegurita. Tdepoolest, iihine juur zg
rahuldaks tingimusi |zg| = |29 + 1| = 1, mistottu arvud 0,1, 29 + 1 oleks komplekstasandil vordkiilgse
kolmnurga tippudeks ja jérelikult arg(zo + 1) = +%. Et 3 | 2022, kehtiks (2o 4+ 1)?°?* = £1. Niiiid
z0+1= Q = F1, mis on vastuolus tingimusega \zo| =1

Seega lelduvad poliinoomid P ja @ nii, et
P(2)((z + 1)* +1) + Q(2)(z*** — 1) =1
koigi z € C jaoks. Jarelikult
@ = Ex = (P(B)((B+ E)*™" + E) + Q(B)(B** - E))z =0,

vastuolu.

i i+l
n’ n

fo(x):= inf f(¢).

x,tel, ;

. Iga n,i € N korral t&histame I,, ; := (* ) ning vaatleme treppfunktsiooni

Kui y = 7 mingi m € N jaoks, siis

/ Ful@) ol + y)da > / fo (@) fulo + 1)da (1)
0 0



Toepoolest, téhistanud a; := infiez, , f(t), leiame, et

2n—1

2
/0 Fa(@) fo(z +y)de = > aitipm,
=0

mistottu vorratus (1) on samaviédrne vorratusega

2n—1 2n—1

g QiGigpm 2 E Qi Gign-
i=0 i=0

Miérgime, et {a;+m}; on jada {a;+,}; timberjarjestus. Toepoolest, selleks, et toestada iilesande vor-
ratust, on piisav mérgata, seda, et vorratus a; < a; on samavifrne vorratusega a;+n > @jin, Kus
i,7 € {0,...,n — 1}, ning rakendada timberpaigutusvorratust.

Et koondumine f,; — f on iihtlane, saame, et f02 Fok(Z) frr(z+y)de — f02 f(z) f(z +y)dz mistahes
y = = korral. Jérelikult saame soovitud vorratuse mistahes ratsionaalarvu y jaoks. Funktsiooni g
pidevuse tottu kehtib vorratus ka koigi reaalarvude y jaoks.



