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1.

1+4
Olgu a; =0 ja an41 = 1()4_79% koigi n € N korral. Leia asgog-
— 9a,,

. Leia koik kaks korda diferentseeruvad funktsioonid f : R — R, mis rahuldavad vordust

f@) = f(y)* = (z —y)fz +y)
koikide =,y € R korral.

Kui palju leidub erinevaid téisarvude paare (z,y), mille korral 2?2 4+ 9% jagub arvuga 49 ja 1 < z,y <
20207 (Loeme paarid (z,y) ja (y,x) vordseteks.)

Olgu vektorruumil R™ antud mingi osaline jéarjestus < (tdhistame samamoodi nagu tavalist jarjestust
hulgas R), mis on kooskolas algebraliste tehetega: kui z,y,z € R" ja a,b € R, kusjuures z < y ja
0 <a<b,siis ka ax + z < by + 2. Lisaks olgu < vorejérjestus: koigi x,y € R™ korral leiduvad nende
supreemum z V y ja infiimum z A y selle jirjestuse suhtes. Iga x € R™ korral t&histame |z| := z V (—z).

(a) Esiteks, toesta jirgmised abiomadused, mis kehtivad koéikide x,y, 2 € R" korral:
(i) z+yvz=(z+yV(z+2),
(i) x+y=xzAy+zVy,
(11i) zVy = —(=z) A (=y),
(iv) |z =2V O+ (—z)VO0.
(b) Eeldame, et kehtib keskmise muutuja omadus: kui z,,y, € R" ja 0 < y, < z, koikide n € N
korral ning x,, — 0, siis ka y,, — 0.
Toesta, et kui z, z, € R" ja |x,| < z koikide n € N korral ning |x + x,,| — 2z, siis ka z,, — x.

/2
/ In(cos z) dx

Toesta, et paratu integraal

—7/2
koondub ja arvuta selle vaartus.
Olgu antud ruutmaatriks
0 0 O 0 ap
1 0 0 0 a
A=|(0 1 0 0 ae
0 0 O 1 ap—1
ja poliinoom
qz) = 2" —ap_ 12"t —ap_0x" % — ... — ao,
kus ag,...,a,—1 on kompleksarvud. Toesta, et

(a) ¢(4) =0,
(b) iga nullist erineva komplekssete kordajatega poliinoomi p korral maatriks p(A) on pdoratav para-

jasti siis, kui poliinoomidel p ja q ei ole iihiseid kompleksseid juuri.

Markus. Poliinoomi f(x) = by +bix+---+byz™ korral tihistame f(A) :=bol +b1A+---+ b, A", kus
I on dhikmaatriks.



Lahendused

-1
1. Toestame induktsiooniga, et a,, = n :
3n+4
R l+4a,  3n+4+4n-1) ™  n  (n+1)-1
T 10-9a, 10Bn+4)—9(n—1) 21n+49 3n+7 3n+1)+4
2019

S = —.
€ega a2020 6064

2. Diferentseerides vordust koigepealt x jérgi ja siis y jargi, saame, et

0= 2 fE+ty+@—yfet+y)=Fflazt+ty) - fle+y)+@-y)f(@z+y) =@y @+y).

Oy

Jarelikult f”(z) = 0 iga z korral, mistottu f(z) = ax + b. Asetades selle iildkuju lihtevorrandisse ja
vottes seal y = 0, osutub, et

(azx +b) -z = (az + b)? — b? = ax(az + 2b)

ehk
axr + b= a’z + 2ab

ehk

ala —1)x = b — 2ab.
Kuna z on suvaline, peab olema kas a = 0 voi @ = 1. Mdolemal juhul b = 0. Niisiis lahendid on f(z) =0
ja f(z) = x.
Markus (Tédhvend Uustalu). Sama lahendihulga saamiseks piisab tegelikult néuda ainult funktsiooni
pidevust. Nimelt, valides lihtevorrandis y = 0, tekib tingimus f(x)* — f(0)® = xf(x) ehk

x + /2% 4+ 4f(0)2

fla) = ;

Kui £(0) = 0, siis f(z) = 2217

pidev (kogu reaalteljel), on ainsad voimalused f(z) =0 ja f(z) = =.

ehk f(x) =0 voi f(z) = x iga konkreetse x korral. Et f peab olema

2 4+ 4£(0)2 -

On jainud uurida véimalust f(0)? > 0. Ilmselt |z| < /22 + f(0)2. Seega Tt 5

x — /a2 +4f(0)2 < 0. Bt x££ /a2 +4f(0)?
2 ' 2

teoreemiga pideva funktsiooni nullkohast, ja&b ainult kaks voimalust:

0 ja = 0, siis, véltimaks vastuolu Bolzano—Cauchy

x+ /22 +4f(0)2

flz) = 9 , r eR,
floy= TV HOR R

2+ 4f(0)% £24/1+4f(0)2
Muuhulgas siis esimesel juhul f(+1)? = +4/(0) +4/(0) . Valides lahtevorrandis z = 1 ja

4
y = —1, omandab lahtevorrand kuju /1 + 4f(0)2 = 2£(0), vastuolu. Analoogne vastuolu tekib ka
teisel juhul.




3. Paneme tihele, et 22 + y? jagub 49-ga parajasti siis, kui nii  kui ka y jaguvad 7-ga. Toepoolest, z° ja
y? saavad omandada ainult jaike 0,1, —3,2 modulo 7. Niisiis ainus voimalus selleks, et 2% 4+ y? annaks
jasgi 0 modulo 7 on, et nii 2 kui ka y? annavad jifigi 0 modulo 7; niiiid aga nii 2 kui ka y?, seega ka
22 + 9% jagub 49-ga.

Téisarve, mis jaguvad 7-ga ja on viiksemad kui 2020, on [2020/7] = 288 tiikki. Vastus on jarelikult

288 288 288 - 287 288 - 289
<2>+<1>:2 +288=72 = 41616.

4. (a) (i) Kunaz+yVzzao+yjax+yVz=ax+z saame, et x+yVz 2 (x+y)V(x+z). Seetdttu

(x+y)V(z+z)—x > yVz ning liites © molemale poolele, saame, et (x+y)V(x+2) > z+yVz.

(i1) Kasutades (7) nii supreemumite kui ka infiimumite jaoks (mis on kindlasti saadav ka sama
toestusega), saame, et

sVyt+tazAy=(@+zAy)Vy+aziy) =(22)A(@+y)V(y+z)AQ2y) <z+y,

sest viimase supreemumi molemad argumendid on < x + y. Vahetades supreemumite ja
infiimumite kohad toestuses, saame ka teise vorratuse kétte.

(7i7) Sarnaselt iilalolevale, iiks osa siimeetrilisest tGestuses kéib jargmiselt:
eVy+(—2)A(=y) = (z+ () A=)V (y+ (—2) A(=y)) = (0N (2 =)V ((y —2) A 0) < 0.
(iv) Tihistame 27 =2V 0 ja 2~ = (—z) V 0 ning mirgime, et
427 =2V0+(—z)VO=(zV0—z)V(zV0) =0V (-z)VaV0=|z|VO.
J&db veenduda, et || > 0. Selleks paneme téihele, et
el =zV(—z)+ (—x)Va=(z—z)V(-22)V(2)V(—z+2) =0V (=22)V(22) V0 >0

ja jagame kahega.

(b) Kbigepealt paneme tihele, et 27 — 2~ =2V0— (—2)VO=2V0+2A0=2+0 = z. Meic
eeldusest |z,| = 27 + 2~ < x jireldub, et x > z;7, 2, > 0. Paneme tihele, et

|zt +a,=lz+zl —x)|=(x+a) -2 )V(z, —z—z)) < (z+2}) Ve, =x+z} < 2n,

seega
22 — |z + x| > 20—+ >0.

Keskmise muutuja omadus annab niiiid, et = + x,7 — 2, millest z;” — z. Niiiid
0<z, =z, —2t <z—2F =0
ja jéarjekordne keskmise muutuja omaduse rakendamine annab, et z,, — 0. Seega,
Ty = a:j[ -z, .

Mdérkus. Moned voistlejad mérkasid, et iilesande tekst on vigane. Nimelt, algebraliste tehetega
kooskola tingimuses peaks noudma, et 0 < = < y (oli ainult < y). Teksti hoolikal lugemisel
saab vordlemisi kiirelt aru, et selliseid osalisi jarjestusi ei leidu. Kuna osa voistlejaist sai aru, mis
pidi olema oige tilesanne ja hakkasid lahendama hoopis seda, otsustasime, et me ei annulleeri seda
iilesannet, aga ka pelgalt selle vea esile tOstmise eest tdispunkte ei anna. Anname aga viahemalt
pool iilesande punktide arvust ehk tdpsemalt max(10, dige iilesande lahenduse punktid).



5. Lahendus 1. Tahistame iilesande integraali siimboliga I. Teeme muutuja vahetuse y = « 4+ 7/2; kuna
funktsioon Incosz on paaris, siis

T /2 0 w/2
I:/ Insinydy ja / lncosxdx:/ lncosxdx:/ Insiny dy.
0 0 —/2 0

Oletades, et iilesande integraal on koonduv, leiame tema vaartuse.

/2 /2 w/2 /2 (2
I:/ lnsinydy+/ 1ncoswdx:/ In(sin x cos ) da :/ In sm(2 z) dx
0 0 0 0

1 (" I In2
25/0 (ln(sinx)—ln2)dx:§—ﬂ2n .

Niisiis I = —7ln 2.

Koonduvuse toestamiseks paneme tahele, et kui arvud 0 < a < b on piisavalt viikesed, siis
b b b b

/ Insinzdz > / In(z?) dz = / 2Inzdx = 2(xIn(z) — )| =Cp —2alna+ a.

a a a

a

Jarelikult I’Hospitali reegli pohjal

b b
/ Insinzdr = lim Insinzdx > lim Cp —2alna+a= lim Cy+ 2a = C.
0 a—0+ [, a—0+ a—0+

Kuna Insinz < 0, on koondumine monotoonne, millest piisab — piirvadrtuse all on kahanev alt
tokestatud suurus.

Lahendus 2 (Heiki Niglas). Teostame jargmised teisendused (koik paratud integraalid koonduvad voi
hajuvad samaaegselt):

s

/2 lncosmdac:2/2 Incoszdzr =
_x 0
2

% 1
— [T e
0 (cosx)?

= —/ In((tanz)? + 1) dz =
0

t_t:anx_/wwmdt_
0 241

[NE)

In(z +1)
22 +1
z = #i. Vaatleme kontuuri C, mis on moodustatud ringjoone kaarest Cr punktidega R cosu+iR sinu,
kus uw =0...7, ja16igust [— R, R] punktidega v+ 0i, kus u = —R... R. Resiidide teooria pdhiteoreemi

kohaselt

Vaatleme kompleksmuutuja funktsiooni f(z) = . Sellel on esimest jérku poolused punktides

/ f(z)dz = 2rmires[f(z),i] =
c

il (e o
U C ot per y % 2i
2
:wm2+%¢



Minnes piirile R — oo, kehtib Rlim f(z)dz = 0 ténu Jordani lemmale, sest lim zf(z) = 0.

—o0 JCgr Re z>0
Niisiis R )
o
T R Gl Y )
R—o0 _R % +1 2

Jargneva vordusteahela teises liidetavas teeme muutuja vahetuse z — —z:

_r #2+1 22 +1 _r 22+1
R . R .
In(z + 1) In(—z +1)
/0 2241 Z+/0 211
Ry 2 _ 2
In(i2 —
:/ n(i Z)dz:
o 1422
R 2
In(—1) +1n(1
USRS PR
0 14 22

. R R 2
i 1 1
ezli/ QW dH/ nE+1)
o < +1 0 22+1

kusjuures saadud summa on vaadeldava kompleksarvu algebraline kuju (esimene liidetav on imagi-
naarosa ja teine on reaalosa, sest integraalid on reaalsed).

Kokkuvottes
* In(t? 41 Bin(z? +1
/ 711(; U g lim/ W+ D),
0 241 R—oo Jo 2241
R .
= lim Re/ 71n(2,z+1) dz =
R—oo _R % +1
2
= lim Re <7r1n2+i> =
R—o0 2
=7ln2
ja seega

2 *In(t2 +1
/ lncosxdac:—/ %dt:—wlnl
_ 0 t+1

w3

. . [ In(t? + 1) . . .
Mdérkus. Integraali 1 dt arvutamiseks pakutakse lehekiiljel stackexchange.com veel mit-
0
meid voimalusi. Loetleme siin mone tdiendava idee:

> In(t?
e Téhistame I(«a) = / % dt. Tegu on paratu parameetrist soltuva integraaliga. Kuna
0
* 9 In(at*+1) /°° 1
o Oa t2+1 o 4+ a)(2+1)
e 1
loigus [ap, 2], kus ag > 0, siis I'(a) = /0 (152+a—dt = L, mistottu I(a) =

)(t2 4+ 1) 2(ya + «)

mln(1+ )+ C. Arvutades vahetult 1(0) = lirgJr I(a), leiame, et C' = 0. Integraali véértus on
a—
I(1) =7In2.

I(«) on koonduv ja dt on iihtlaselt koonduv igas

* In(at? + 1
e Analoogiliselt saame arutleda, kui valime I(«) = / Inat” +1) dt.

0 241



o0
Téhistades hoopis I(«a) = / (14t%)2~1 dt, saame samal moel integraali mérgi all diferentseerides,

0
(2 +1)

et iihelt poolt I'(0+) = / dt, teiselt poolt aga asendus ¢ = tanf annab, et I(a) =

0 241
3 df 1, (11 r-
/ 4 -Bl=,=—a] = ﬁ . M. Teostame logaritmilise diferentseerimise:
o (cos@)2 27\2°2 2 T(1l-a
1
I'(a) = I(a) - (InI(a)) = —I(a) - (z/; (2 - a) — (1 — a)), kus ¢(x) = (InI(«))’. Niiiid
1 — (b
I'0) = —g . (’(/J (2) — z/J(l)>. Sulgudes asuva teguri véértuse arvutame vorduse M =
a4 —
- 1
E ———— abil (see vordus jareldub gammafunktsiooni I' ja digammafunktsiooni i) omadustest;
o (n+a)(n+b)
1 on telesk t 2 2 )
aremal on teleskoopsumma, ses = — .
P P (n+iHn+1) n+l n+1
n—1
- .k 2n - e . .
Vordusest H sin — = _— (saab toestada niiteks iihejuuri kasutades) jéreldub Riemanni sum-
n
k=1
made kaudu, et
T T k T, 2n
/ Insinzdr = lim — E Insin — = lim —Iln— = —7ln2.
0 n—oo N, Pt n n—oo N 2”

Kasutame Fourier’ reaksarendust

k1 COs 2kx

o0
lncosx:—ln2+2(—1) :

k=1

(selleni saab jouda ka koosinuse komplekskuju ja kompleksse logaritmi Taylori valemi kaudu) ning
integreerime liikmeti.

Viite toestame nii, et niitame: lineaarteisendus ¢(A) viib koik baasivektorid (s.t. tithikmaatriksi

veerud) e;, 0 < 7 < n — 1, nullvektoriks. Mérgime, et Ae; = e;41 koigi i < n —1 ja Ae,—1 =
n—1

Z aie; =: a korral, seega AFe; = €kti = AFFiey kui k44 < n. Niiiid saamegi, et
i=0

n—1 n—1
q(A)eg = A"eg — Z Aleg = a — Z ae; =0
i=0 i=0

ja , ,
q(A)e; = q(A)A'eg = A'q(A)ey =0
koigi ¢ < n jaoks.
Piisavus. Ulesandes toodud eeldus juurte kohta tihendab, et poliinoomid p ja ¢ on iihistegureita.

Kasutades laiendatud Eukleidese algoritmi, saame leida poliinoomid f ja ¢ nii, et kehtib nn.
Bézout’ samasus

pf+qg=1

Niitid p(A)f(A) + q(A)g(A) = I. Ent a)-osa pohjal g(A) = 0, millest p(A)f(A) = I. Jarelikult
p(A) on podratav lineaarteisendus.



Tarvilikkus. Arvutame véalja maatriksi A karakteristliku poliinoomi:

-2 0 0o ... 0 ag
1 =X 0 ... 0 ay
0 1 =X ... 0 a
¢(A):|A—AI|: ... ... ... DEEEY ... -.2o
0 0 0 ... =X Gp—2
0 0 0 ... 1 ap_1—2A
Liidame esimesele reale elementidega A, A%, ..., A" ! korrutatud iilejisnud read ning saame, et
n—1
0 0 0 ... 0 > aXN-\"
i=0
I =Ax 0 ... 0 a1 [t
PN=]10 1 —x ... 0 as = (-1 (Z a\' —/\”> = (=1)"q(N).
i=0
0 0 0 ... =X Gp_2
0 0 0o ... 1 An—1 — A

Jarelikult on poliinoomide p ja ¢ iihine juur Ag iihtlasi maatriksi A karakteristliku poliinoomi
m

juur ning talle vastab mingi omavektor xy # 0. Niisiis Azg = Aoxo. Tahistanud p(z) = Z bixi,
i=0

saame, et

p(A)l‘O = ZbiAixo = Zb,)\éxo = p(/\o)a?o =0.
=0 =0

Oleme leidnud, et p(A) viib nullist erineva vektori nullvektoriks ega saa seetottu olla pooratav.

Mdrkus 1. Arvutanud antud lineaarteisenduse karakteristliku poliinoomi (—1)"¢(\), jireldub kohe
Cayley—Hamiltoni teoreemi kohaselt, et g(A) = 0. See on alternatiivne lahendus a)-osale.

Mirkus 2. Arvestades, et karakteristliku poliinoomi juured on maatriksi omavéaértused, on ¢ juured
parajasti A omavaartused.

Kui poliinoomidel p ja g ei ole iihiseid juuri, siis poliinoomi p = (X —d;)--- (X — d,,) mistahes juure
m

d; korral det(A — d;I) # 0. Et p(A) = H(A — d;I), siis saame, et det(p(A)) = H det(A —d;I) #0
j=1 j=1

ehk maatriks p(A) on poéoratav. Vastupidi, kui det(p(A)) # 0, siis pole iikski kompleksarvudest d;

maatriksi A omavadrtus ehk ei ole poliinoomi ¢ juur, mistottu poliinoomidel p ja ¢ puuduvad {ihised

juured.

Mdérkus 3 (Urmas Luhaddr). Piisavuse osa saab toestada ka jargnevalt. Kui p(A4) on mittepdoratav,
m

leidub selline nullist erinev z, et p(A)z = 0. Téhistame p(A) = H(A — d;I); esiteks on voimalik,
j=1
et Ar — d,,x = 0, sel juhul on d,, iihtlasi A omavéaértus ehk ¢ juur. Kui Az — d,,x # 0, tdhistame
1 = Az — d,,x ning uurime vektorit H m—1(A — d;I)x;. Juhul, kui Azq — dy—121 = 0, on d;_4
j=1
maatriksi A omavééartus ehk ¢ juur. Kui aga Axy —d,,,_121 # 0, tdhistame ta siimboliga x5 ja jitkame
analoogselt. Koige halvemal juhul jouame olukorrani, kus Az,,—1 — di&;,—1 = 0 (eelnevad sellised
vektorid x1,xa, ..., Ty -1 olid nullist erinevad); niitid on d; maatriksi A omavéértus ehk g juur. Seega
igal juhul on poliinoomidel p ja ¢ iihine juur.



