Matemaatikavoistlus
Tartu, 08.03.2024

. Defineerime iga z € C korral maatriksi A(z) € Mats(C) jargmise valemiga:

42> 1 -1
Az)=[ -1 22 0
3 0 1

Mitu erinevat sellist z védrtust leidub, et |z| < 1 ning A(z) ei ole pooratav?

. Olgu f: R? — R diferentseeruv lahtises iihikringis D = {(z,y): 2* +¢* < 1}
ning kehtigu f(0,0) = 0. Tdestage, et iga punkti (z,y) € D korral kehtib

vordus
1 1

0 0
f(z,y) :x/a—i(xt,yt)dt—l—y/a—]yc(xt,yt) dt.
0

0

h,b) — b
Markus. Osatuletised defineeritakse valemitega 8—f(a, b) = lim flathb) = fa,b)

h—0 h
ning gf(a, b) = flLiH%) fla.b+ h}i — fla, b).
Yy =

. Tehke kindlaks, kas rida

\/§+\/2—\/§+\/2—\/2+\/§+\/2—\/2+\/2+\/§+.._

on koonduv voi hajuv.

. Olgu (R, +,-) loplik ring. Toestage, et leiduvad positiivsed tédisarvud m ja n
nii, et m > n ning
Ve e R " =a".

. Olgu iga n € N korral a,, > 0 ning olgu Z a, = oo. Tahistame arvrea Z an,
n=1 n=1

osasummade jada siimboliga (.S,,).

(a) Toestage, et rida Z g—" on hajuv.
n=1 """

(b) Toestage, et rida Z % on koonduv.

n=1 "
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. For every complex number z define a matrix A(z) € Mat3(C) as follows:

422 1 -1
Az)=[ -1 22 0
30 1

How many different values of z does there exist such that |z] < 1 and A(z)
is not invertible?

. Let a function f: R* — R be differentiable in the open unit disc D =
{(z,y): 2* + y*> < 1} and let us have f(0,0) = 0. Prove that for every point
(z,y) € D the following equality

1 1

_ . [of of
f(z,y) = :U/ e (xt,yt)dt + y/ By (xt, yt)dt.
0 0
holds.

0 h,b) — b
Remark. The partial derivatives are defined as —f(a, b) = lim fla+hb) = f(a,b)

f( ) f( ) ox h—0 h
of s a,b+h)— f(a,b
and gy (@) = iy h

. Is the series

x/§+\/2—\/§+\/2—\/2+\/§+\/2—\/2+\/2+x/§+...

convergent or divergent?

. Let (R,+,-) be a finite ring. Prove that there exist positive integers m and
n such that m > n and

Ve e R " =a".

[o¢]
. Assume that for every n € N there holds a,, > 0. Let Zan = 00. Denote

n=1

the sequence of partial sums of the series Z an by (Sy).

n=1

o0
a
(a) Prove that the series Z S—n is divergent.
n=1 "

o0
a
(b) Prove that the series Z S—Z is convergent.
n=1 "



Lahendused

1. Lahendus 1. Maatriks pole pooratav parajasti siis, kui determinant on 0.
Saame, et
det A(z) = 82" + 62 + 1.
Seega tuleb lahendada kiisimus, mitu juurt on poliinoomil det A iihikringis.

Poliinoom det A on biruutpoliinoom, seetottu saame leida selle juured téapselt.
Tahistades z? = u, leiame, et,

—6 £ +v36 — 32 —Bile{ 1 1}
u = = i

Qul+6u+1=0 <« S
s+ b+ 16 8

4’ 2

i i

Molema w vadrtuse ruutjuured jadvad iihikringi sisse, nad on i§’ iﬁ.
Jarelikult on {ilesandes otsitavaid z erinevaid vaartusi 4 tiikki.
Lahendus 2. Alustame analoogiliselt eelmise lahendusega; leiame, et vaja on
uurida poliinoomi det A selliste juurte arvu, mis jadvad iihikringi sisse. Kuna
poliinoomil p(z) = 8z* on iihikringis 4 juurt ning iihikringjoonel |z| = 1
kehtib

1824 = 8|z|* =8> 7> 622 + 1],

siis vastavalt Rouché teoreemile on ka poliinoomide p ja 6z 4+ 1 summal ehk
poliinoomil det A neli juurt {ihikringis.

Et
fi(detA(z))::z(3222%—12)

dz
3
0, +iy/-—
) 1\/;7

ja selle poliinoomi juured on

millest iikski pole det A(2) juur, siis det A(z) juurtest iikski pole kordne juur.
Jarelikult on iilesandes otsitavaid z erinevaid vaartusi 4 tiikki.

Markus. Kuigi lahendus 2 kasutab tdiendavat tooriista (Rouché teoreem

poliinoomi f 4+ ¢ juurte méidramiseks sellises piirkonnas, mille rajal f domi-
neerib), on ta selles mottes iildisem, et ei vajata juurte endi véljaarvutamist.

2. Vaatame funktsiooni g(z,y,t) = f(xt,yt). Funktsioon g on diferentseeruv,
sest ta on diferentseeruvate funktsioonide kompositsioon. Vastavalt ahela-

reeglile
of of

99
ot
1

Vottes vorduse pooltest integraali / muutuja ¢ jargi, on paremal tapselt tegu
0

uuritava vorduse parema poolega (sest z ja y on konstandid ¢ seisukohast).
Seega peame toestama, et

1

[ )t = (o).

0



0
See vordus aga kehtib, sest funktsiooni t — a—i(w, y, t) algfunktsioon on g ja

jarelikult Newton—Leibnizi valemi pohjal
1
dg
3¢ @y t)dt = g(z,y,1) — g(2,y,0) = f(z,y) = £(0,0) = f(z,y).
0

. Vastus. Koonduv.
Lahendus 1. Téhistame f(z) = V2 +x, a0 =0jaa, = f(an—1),n=1,2,....

Niiiid on voimalik uuritav rida timber kirjutada kujule

S VI — flan). (1)

n=0

Niitame, et rida (1) on koonduv, sest teda majoreerib koonduv geomeetriline
rida (T vordluslause). Tépsemalt, toestame, et

f(2) = flan) < (ﬁ)n.@—\/ﬁ), n=01,... (2)

Vorratuse (2) toestame matemaatilise induktsiooni teel. Baasi kontroll on va-

hetu. Sammu lébiviimiseks kasutame Lagrange’i keskviartusteoreemi funkt-
1

BENGE:

ning 0 < a, < 2 iga n korral. Viimase hinnangu saab omakorda toestada
induktiivselt: kui a,_1 < 2, siis a, = \/2 + an_; < V4 = 2.

Lagrange’i keskviartusteoreem funktsiooni f jaoks 16igus [a,,, 2] annab punk-
ti ¢, € (ap,2) nii, et
1

VI® = Flan) = V/Fle) VI ay = 5
1
< m ’ \/f<2) - f(an—1>.

siooni f jaoks 16igus otspunktidega 2 ja a,. Arvestame, et f’(z)

VI2) = flag) <

Eeldades, et

VIR = flany) < (ﬁ)n_ (2-V3),

1
annab saadud tulemus sammu teostamisel iihe teguri ——= juurde.

2v2

1 1 \"
Kuna —— < 1, siis rida liikmetega | ——= | -(2—+v/2) on koonduv. Jirelikult
2v/2 & (Ni ) ( )

on vorratuse (2) tottu koonduv ka uuritav rida.

Lahendus 2. Paneme téhele, et



T 1 —cos% 1
Sln8 9 B B \/_7

T V2
T I+ cos% I+ % 1
- = = —.14/2 2
0088 \/ 5 5 5 +\/_,
LT /1 —cosg
Sl — = —
1 2

Uldiselt, kui teame, et

. m 1 /
Sln2n+1:§'\/2_ 24+ V2,

n juuremérki

T 1 /
CosQn+1 25-\\/2+ 24+ V2

n juuremérki

siis

1—%-\/2+ 24+ 2
A e

1
:5-\/2 V24 V2,

~
n + 1 juuremdarki

1-%-\/2+ 24+ V2

N J/

—
T o 1 + cos Z,Zrﬁ n juuremérki .
cos on+2 - 2 o

2
-\/2+\/2+---+\/§l.

~
n + 1 juuremdérki

DN | —

Matemaatilise induktsiooni printsiibi pohjal on uuritav rida

> T
g 2 sin T
k=1

. oo Singpey =T
Kuna protsessis £ — oo kehtib lim = 1 ning rida Z ket On koon-
2k+1 k=1

duv (sest ta on geomeetriline rida), siis mittenegatiivsete liikmetega ridade
IT vordluslause kohaselt on koonduv ka uuritav rida.



4.

d.

Olgu ringi R elementide arv k ning R = {ry,...,7}. Vaatleme otsekorrutist

S=RxRx.. .xXR.

k otsetegurit

Vahetu kontroll nditab, et S on samuti ring komponendiviisiliste tehete suh-
tes.

Téhistame a = (r1,...,7,) € S ning vaatleme elementide jada o, o®, o, ...

Kuna S on samuti loplik ring, peab Dirichlet’ printsiibi kohaselt leiduma
selles jadas kaks vordset elementi: o = o™. Niiiid samasugune vordus kehtib
ka koordinaatide kaupa: r;' =", kus 1 <i < k.

(a) Paneme tihele, et koigi positiivsete tdisarvude n ja p korral

n+p
Upt1 | Qp2 I Gntp o 2ok=nt1 % _ Sniap — Sn
. > = .
Sn+1 Sn+2 Sn+p Sn+p Sn—i—p
Spip — S

Kuna lim

“ = 1, kehtib iga n ja piisavalt suure p = p(n) korral
p—00 Sn+p

(p41 Ap42 Qp4p
+ + ...+

Sn+1 Sn+2 Sner

DO | —

>

= an . . Cx .
Jérelikult rea Z A osasummade jada pole Cauchy jada, mistottu rida

n=1 "

on hajuv.

(b) Paneme téhele, et kui n > 1, siis

an, an, S, — Sn_1 1 1
< — —

S_TQL N SnSn—l B SnSn—l B Sn—l S_n

Seega, kui n ja p on suvalised positiivsed téisarvud, siis

IR g, R 1 1 1 1 1
Y =< ) == <.
52 Sp_1 Sk Sh S,

S,
k=n+1 T k=n+1 n+p n

1
Et lim — = 0 (sest iilesande tingimuste kohaselt lim S, = o0), siis
n—o0 n n—oo
o0

Cauchy kriteeriumi kohaselt on rida Z % koonduv.

n=1 "



