
Matemaatika treeningv�oistlus

Tartu, 10.03.2023

1. Vaatleme Fibonacci jada (Fn), mis on de�neeritud valemitega F1 = 1, F2 = 1 ja
Fn+2 = Fn+1 + Fn iga n ∈ N jaoks. T�oestage, et

Fn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 −1 1 −1 . . .
1 1 0 1 0 1 . . .
0 1 1 0 1 0 . . .
0 0 1 1 0 1 . . .
0 0 0 1 1 0 . . .
0 0 0 0 1 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n > 2,

kus paremal seisev maatriks on (n − 1). j�arku, esimeses reas on vaheldumisi 1 ja −1
ning igal j�argneval real on alguses (�uhekaupa suurenev arv) nulle, edasi paiknevad 1 ja
1 ning edasi vaheldumisi nullid ja �uhed.

2. Leidke rea

arctan
1

2
+ arctan

1

8
+ arctan

1

18
+ . . .+ arctan

1

2n2
+ . . .

summa v�oi t�oestage, et see rida on hajuv.

3. Olgu a > 0. Olgu funktsioon f : (a,∞)→ R diferentseeruv ning kehtigu

lim
x→∞

f ′(x) = 0.

T�oestage, et

lim
x→∞

f(x)

x
= 0.

4. Olgu p, q, r ja s sellised positiivsed t�aisarvud, et p > q > r, p < q+r ning p+q+r = 2s.
On olemas p musta, q valget ja r punast kuuli. T�oestage, et need kuulid saab t�apselt

s2 + s+ 1− 1

2
(p2 + q2 + r2)

viisil jaotada kahe isiku vahel nii, et kumbki saaks s kuuli.



5. Liouville on t�oestanud, et kui f ja g on ratsionaalmurrud (jagatised kujul
p

q
, kus

p, q ∈ R[x], q 6= 0), kusjuures deg g > 0, ning m�a�aramata integraal∫
f(x)eg(x) dx

on elementaarfunktsioon, siis∫
f(x)eg(x) dx = h(x)eg(x) + C,

kus h on mingi ratsionaalmurd.

T�oestage, et ∫
e−x

2

dx

ei ole elementaarfunktsioon. (Liouville'i tulemust v�oib t�oestuseta kasutada.)

M�arkus 1. Elementaarfunktsioonid on reaalsete v�a�artustega reaalmuutuja funktsioo-
nid, mis on liitmise, korrutamise, jagamise ja kompositsiooni korduva rakendamise teel
saadud j�argmist liiki funktsioonidest: pol�unoomfunktsioonid, astmefunktsioon x 7→ xa,
eksponentfunktsioon x 7→ ax, logaritmfunktsioon x 7→ loga x, trigonomeetrilised funkt-
sioonid ja arkusfunktsioonid.

M�arkus 2. Kuna k�oik algfunktsioonid erinevad �uksteisest vaid konstandi v�orra, tuleb
v�aljendit ½m�a�aramata integraal on/ei ole elementaarfunktsioon� t�olgendada kui ½in-
tegrandi k�oik algfunktsioonid on/ei ole elementaarfunktsioonid�, kuna kui neist juba
�uks on elementaarfunktsioon, on nad seda k�oik, ja kui m�oni ei ole, ei saa ka teised olla.
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Math Competition

Tartu, 10.03.2023

1. Consider the Fibonacci sequence (Fn) de�ned by F1 = 1, F2 = 1 and Fn+2 = Fn+1+Fn

for every n ∈ N. Prove that

Fn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 −1 1 −1 . . .
1 1 0 1 0 1 . . .
0 1 1 0 1 0 . . .
0 0 1 1 0 1 . . .
0 0 0 1 1 0 . . .
0 0 0 0 1 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n > 2,

where the matrix in the rhs has order (n − 1), its �rst row contains alternatingly 1
and −1, and all the following rows start with an (increasing by one) number of zeros,
followed by 1 and 1, and after that alternatingly zeros and ones.

2. Find the sum of the following series

arctan
1

2
+ arctan

1

8
+ arctan

1

18
+ . . .+ arctan

1

2n2
+ . . .

or prove that it diverges.

3. Let a > 0. Let a function f : (a,∞)→ R be di�erentiable and assume that

lim
x→∞

f ′(x) = 0.

Prove that

lim
x→∞

f(x)

x
= 0.

4. Let p, q, r, and s be positive integers such that p > q > r, p < q+r, and p+q+r = 2s.
Assume that there are p black, q white and r red balls. Prove that these balls can be
divided among two persons such that both of them get s balls, exactly in

s2 + s+ 1− 1

2
(p2 + q2 + r2)

ways.



5. Liouville proved that if f and g are rational fractions (quotients in a form
p

q
, where

p, q ∈ R[x], q 6= 0), whereas deg g > 0, and the inde�nite integral∫
f(x)eg(x) dx

is an elementary function, then∫
f(x)eg(x) dx = h(x)eg(x) + C,

where h is some rational fraction.

Prove that ∫
e−x

2

dx

is not elementary function. (One can use Liouville's result without proof.)

Remark 1. The elementary functions are real-valued functions of a real variable such
that they have been obtained using repeated application of addition, multiplication,
division and composition from the following functions: polynomial functions, power
function x 7→ xa, exponent function x 7→ ax, logarithm function x 7→ loga x, trigono-
metric functions and arcfunctions.

Remark 2. Since all primitive functions di�er by a constant, the phrase �inde�nite
integral is/is not an elementary function� must be interpreted as �all primitive functions
of the integrand are/are not elementary functions�. Indeed, if one of the primitive
functions already is an elementary function, then they all are elementary functions,
and if some of them is not, then none of them can be elementary functions.
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Lahendused

1. T�ahistame uuritava maatriksi t�ahega Gn. Paneme t�ahele, et

G2 =
∣∣1∣∣ = 1, G3 =

∣∣∣∣1 −11 1

∣∣∣∣ = 2, G4 =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
1 1 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 3.

�Uldise Gn (kus n > 4) arvutamiseks lahutame (n− 1). veerust (n− 3). veeru, seej�arel
(n− 2). veerust (n− 4). veeru ja nii edasi, kuni l�opuks 3. veerust 1. veeru. Tulemusena
saame, et

Gn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 0 0 0 0 . . .
1 1 −1 0 0 0 . . .
0 1 1 −1 0 0 . . .
0 0 1 1 −1 0 . . .
0 0 0 1 1 −1 . . .
0 0 0 0 1 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Saadud kolmediagonaalse maatriksi determinant on lihtsasti leitav, kui teostada aren-
damine esimese rea j�argi. Saame, et

Gn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 0 0 0 . . .
1 1 −1 0 0 . . .
0 1 1 −1 0 . . .
0 0 1 1 −1 . . .
0 0 0 1 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 0 0 0 . . .
0 1 −1 0 0 . . .
0 1 1 −1 0 . . .
0 0 1 1 −1 . . .
0 0 0 1 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= Gn−1 +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0 0 . . .
1 1 −1 0 . . .
0 1 1 −1 . . .
0 0 1 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= Gn−1 +Gn−2.

Oleme saanud, et (Fn) = (Gn), kuna Gn allub samale rekurrentsele seosele mis Fn ning
kaks esimest v�a�artust on ka samad.

2. Lahendus 1. Teadaolevalt

tan(α + β) =
tanα + tan β

1− tanα tan β
.

Valides α = arctanx ja β = arctan y, saame valemi

arctanx+ arctan y = arctan
x+ y

1− xy
. (1)
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Valemi (1) abil saame antud rea osasummasid uurida:

arctan
1

2
+ arctan

1

8
= arctan

5
8
15
16

= arctan
2

3
,

arctan
2

3
+ arctan

1

18
= arctan

13
18
26
27

= arctan
3

4
,

j�arelikult v�oiksime t�oestada h�upoteesi, et

Sn = arctan
1

2
+ arctan

1

8
+ arctan

1

18
+ . . .+ arctan

1

2n2
= arctan

n

n+ 1
.

Induktiivselt leiame, et

Sn+1 = Sn + arctan
1

2(n+ 1)2
= arctan

n

n+ 1
+ arctan

1

2(n+ 1)2
= arctan

2n(n+1)+1
2(n+1)2

1− n
2(n+1)3

=

= arctan
(2n2 + 2n+ 1)(n+ 1)

2n3 + 6n2 + 5n+ 2
= arctan

(2n2 + 2n+ 1)(n+ 1)

(2n2 + 2n+ 1)(n+ 1)
= arctan

n+ 1

n+ 2
,

nagu soovitud.

J�arelikult on otsitava rea summaks

lim
n
Sn = lim

n
arctan

n+ 1

n+ 2
= arctan 1 =

π

4
.

Lahendus 2. Kuna − arg

(
1− i

2n2

)
= arctan

1

2n2
ning kompleksarvude korrutamisel

argumendid (nurgad) liituvad, siis

Sn =
n∑

k=1

arctan
1

2k2
=

n∑
k=1

(
− arg

(
1− i

2k2

))
= − arg

n∏
k=1

(
1− i

2k2

)
.

Minnes v�orduse pooltel piirile (rida on koonduv, sest arctan
1

2n2
∼ 1

2n2
ja liikmetega

1

2n2
�uldistatud harmooniline rida on koonduv) ja kasutades Euleri korrutist

sin πz

πz
=

∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
, saame, et

lim
n
Sn = − arg

∞∏
k=1

(
1− i

2n2

)
= − arg

∞∏
k=1

1−

(√
i
2

)2
n2

 = − arg
sin π

√
i
2

π
√

i
2

.
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Leiame juure

√
i

2
v�a�artused. Kuna

i

2
=

1

2
exp i

π

2
,

siis √
i

2
=

{
1√
2
exp i

(π
4
+ kπ

)
: k ∈ {0, 1}

}
=

=

{
1√
2
exp i

π

4
,
1√
2
exp i

5π

4

}
= ±1

2
(1 + i)

Saame, et

sin

(
π

2
+

iπ

2

)
= sin

π

2
cos

iπ

2
+ cos

π

2
sin

iπ

2
= cos

iπ

2
= cosh

π

2
> 0.

Seega

lim
n
Sn = − arg

sin π
√

i
2

π
√

i
2

= − arg
1

1 + i
= − arg

(
1

2
− i

2

)
= −

(
−π
4

)
=
π

4
.

3. Kehtigu �ulesande eeldused. V�aite lim
x→∞

f(x)

x
= 0 t�oestamiseks kasutame Heine kritee-

riumit. Valime suvalise jada (xn), xn > a, omadusega lim
n
xn = ∞. Meie eesm�ark on

t�oestada, et lim
n

f(xn)

xn
= 0 ehk

∀ε > 0∃N ∈ N : ∀n ∈ N
(
n > N ⇒

∣∣∣∣f(xn)xn

∣∣∣∣ < ε

)
. (2)

Fikseerime ε > 0, siis �ulesande eelduse t�ottu leidub selline reaalarv D > a, et iga
reaalarvu x korral kehtib implikatsioon

x > D ⇒ |f ′(x)| < ε

3
.

Lisaks, koondumise lim
n
xn = ∞ t�ottu leidub naturaalarv N0 nii, et kui n > N0, siis

xn > D. (See muidugi annab siis ka, et |f ′(xn)| <
ε

3
.)

Olgu n > N0. Vaatleme punkte xn ja xN0 . Eeldusel, et need punktid on erinevad, rahul-
dab funktsioon f nende otspunktidega l�oigus Lagrange'i keskv�a�artusteoreemi eeldusi,
mist�ottu

f(xn)− f(xN0) = (xn − xN0)f
′(cn),
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kus cn asub xn ja xN0 vahel (seega cn > D). (Selline v�ordus kehtib ka juhul, kui
xn = xN0 , siis n�aiteks cn = xn ja v�orduse m�olemal poolel on nullid.) J�arelikult

|f(xn)| − |f(xN0)| 6 |f(xn)− f(xN0)| = |xn − xN0| · |f ′(cn)| <
ε

3
· |xn − xN0|,

millest saame, et
|f(xn)|
xn

<
|f(xN0)|
xn

+
ε

3
· |xn − xN0|

xn
.

Kuna lim
n

1

xn
= 0, siis leidub naturaalarv N1, et kui n > N1, siis

|f(xN0)|
xn

<
ε

3
. Lisaks

sellele, koondumise
|xn − xN0 |

xn
=

∣∣∣∣1− xN0

xn

∣∣∣∣→ 1

t�ottu leidub naturaalarv N2, et kui n > N2, siis
|xn − xN0|

xn
< 2.

Valime N = max{N0, N1, N2}. Olgu n > N , siis∣∣∣∣f(xn)xn

∣∣∣∣ = |f(xn)|xn
<
|f(xN0)|
xn

+
ε

3
· |xn − xN0|

xn
<
ε

3
+
ε

3
· 2 = ε,

nagu soovitud.

4. Vaatleme formaalset astmerida

P = (1 + x+ x2 + . . .+ xp)(1 + x+ x2 + . . .+ xq)(1 + x+ x2 + . . .+ xr).

Otsitav jaotamisviiside arv on liikme xs kordaja formaalses astmereas P , kuna iga
jaotamisviis vastab kindla liidetava valikule igast tegurist (valitud mustade, valgete
ja punaste kuulide arv). Kui �uhele isikule on kuulid antud, on teisele isikule antavad
kuulid sellega �uheselt m�a�aratud, sest kuulide koguarv on 2s.

Kuna

(1− x)−1 = 1 + x+ x2 + . . . =
∞∑
n=0

xn,

siis

−(1− x)−2 = 1 + 2x+ 3x2 + . . . =
∞∑
n=0

(n+ 1)xn

ning

2(1− x)−3 = 2 + 3 · 2x+ 4 · 3x2 + . . . =
∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)xn,

mist�ottu

(1− x)−3 =
∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)

2
xn =

∞∑
n=0

(
n+ 2

2

)
xn.

8



Saame, et

P (x) = (1− xp+1)(1− xq+1)(1− xr+1)(1− x)−3 =

= (1− xr+1 − xq+1 − xp+1 + . . .)

(
1 + 3x+ 6x2 + . . .+

(
n+ 2

2

)
xn + . . .

)
.

Kuna p < q + r, siis p < s, q < s ja r < s ning q + r > s. J�arelikult liikme xs

kordaja leidmisel tulevad arvesse vaid liikmed 1·
(
s+ 2

2

)
xs, −xr+1 ·

(
s− r + 1

2

)
xs−r−1,

−xq+1·
(
s− q + 1

2

)
xs−q−1 ja−xp+1·

(
s− p+ 1

2

)
xs−p−1, aga mitte liikmed, kus vasakult

poolt tuleb kokku xr+1xq+1 v�oi muud k�orgema astme liikmed.

Et p+ q + r = 2s, siis on otsitav kordaja(
s+ 2

2

)
−
(
s− r + 1

2

)
−
(
s− q + 1

2

)
−
(
s− p+ 1

2

)
=

=
1

2
((s+ 2)(s+ 1)− (s− r + 1)(s− r)− (s− q + 1)(s− q)− (s− p+ 1)(s− p)) =

=
1

2

(
s2 + 3s+ 2− s2 + (2r − 1)s− r2 + r −

− s2 + (2q − 1)s− q2 + q − s2 + (2p− 1)s− p2 + p
)
=

=
1

2

(
−2s2 + 2(p+ q + r)s+ 2− (p2 + q2 + r2) + (p+ q + r)

)
=

=
1

2

(
2s2 + 2s+ 2− (p2 + q2 + r2)

)
=

= s2 + s+ 1− 1

2
(p2 + q2 + r2).

5. Oletame v�aitevastaselt, et

∫
e−x

2

dx on elementaarfunktsioon. Valides Liouville'i tule-

muses f = 1 (konstantne pol�unoom) ning g = −x2, peab kehtima∫
e−x

2

dx = h(x)e−x
2

+ C, (3)

kus h on ratsionaalmurd. V�orduse (3) diferentseerimisel saame, et

e−x
2

= h′(x)e−x
2 − 2xh(x)e−x

2

, x ∈ R

ehk
1 = h′(x)− 2xh(x), x ∈ R.

Et h =
p

q
, kus p ja q on pol�unoomid (v�oime eeldada, et S�UT(p, q) = 1 ning et q pole

nullpol�unoom), saame viimase v�orduse �umber kirjutada kujul

1 =
p′q − pq′

q2
− 2xp

q
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ehk
q2 = p′q − pq′ − 2xpq (4)

Saadud v�ordus tekitab probleeme pol�unoomi q tegurite seisukohast.

K�oigepealt, kui pol�unoom q on konstantne pol�unoom, olgu q = A, siis on v�orduse
(4) vasakul poolel 0-astme pol�unoom, aga parem pool on p′ − 2Axp, seega kindlasti
(deg p+ 1)-astme pol�unoom, mis on v�oimatu.

Olgu n�u�ud c pol�unoomi q m�oni (kompleksne) juur, olgu (x− c)m ‖ q (st. teguri x− c
k�orgeim aste, millega q veel jagub, onm), siis vastavalt tuletise omadustele (x−c)m−1 ‖
q′. Ent n�u�ud v�ordusest

pq′ = (p′ − 2xp− q)q

j�areldub, et x − c | p, kuna vasakul on teguris q′ ainult m − 1 korda kaksliiget x − c,
aga paremal on seda kaksliiget (v�ahemalt) m korda. Tulemus, et x− c | p ja x− c | q
on vastuolus asjaoluga, et S�UT(p, q) = 1.

Saadud vastuolu n�aitab, et

∫
e−x

2

dx pole elementaarfunktsioon.
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