Matemaatika treeningvoistlus

Tartu, 19.03.2021

. Olgu (a,) mittenegatiivsete reaalarvude jada. Tahistame

r0 = a1+ Jaat e+ v

kus parempoolses avaldises on n juuremérki; nditeks r1 = /a1 ja x4 = \/a1 + \/(12 +1/as + \/ayg.

(a) Juhul, kui a,, = a > 0 iga n € N korral, leia piirvdartus lim xz,,

1
(b) juhul, kui a, > 1 iga n € N korral ja lim — In(lna,) < In2, tdesta, et leidub 16plik piirvadrtus
n

lim x,,.
. Mitme positiivse tdisarvu n < 10%°?! korral n? — n jagub arvuga 1020217

. Olgu G 16plik rithm. Iga = € G korral tihistame N, = {y € G | yz = 2y} ja K, = {y 'zy | y € G}.
Toesta, et

(a) |G| =|K.|-|N:|iga = € G korral,
(b) kui |G| =121, siis leiduvad g,h € G nii, et g # h ja Ny = N;, = G.

. Milliste d > 2 jaoks leidub kasvav funktsioon f: [0, 00) — (0, 00) nii, et
Yy Yy d
[ swrae= ([ )
0 0

. Olgu P(z) reaalkordajatega poliinoom, kusjuures P(z) > 0 iga = € R korral. Toesta, et leiduvad
reaalkordajatega poliinoomid Q(x) ja R(z) nii, et P(x) = Q(z)* + R(z)? iga x € R korral.

iga y > 0 korral?
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. Let (a,,) be a sequence of non-negative real numbers. Denote

r0 = a1+ Jaat e+ v

where there are n square root operations; e.g., xr1 = /a1 and z4 = \/al + \/ag +1/a3 + /ag.

(a) In case, when a,, = a > 0 for all n € N, find lim x,,,

1
(b) in case, when a,, > 1 for all n € N and lim — In(Ina,,) < In2, prove that lim z,, exists and is finite.
n

. For how many positive integers n < 102°%! it is true that n? — n is divided by 1020217

. Let G be a finite group. For all 2 € G denote N, = {y € G | yz = 2y} and K, = {y 'ay | y € G}.
Prove that

(a) |G| =|Ky||Ng| for all z € G,
(b) if |G| = 121, there there exist g, h € G such that g # h and N, = N}, = G.

. For which d > 2 there exists an increasing function f: [0,00) — (0, 00) such that
y y d
[ rwrae= ([ )
0 0

. Let P(z) be a polynomial with real coefficients such that P(z) > 0 for all x € R. Prove that there exist
polynomials Q(x) and R(z) with real coefficients such that P(x) = Q(z)? + R(z)? for all z € R.

for all y > 07



Lahendused

1. Kuna molemal korral jada on rangelt kasvav, siis piirvadrtuse olemasolu jaoks piisab ndidata, et jada
on iilalt tokestatud.

(a) Paneme téhele, et xflﬂ = a + x,. Olgu ¢ ruutvorrandi 2 = a + z positiivne lahend ehk ¢ =

1++1+4a

z, < ciga n € N korral. Seega leidub loplik x := lim x,,. Minnes esialgses rekurrentses vorrandis
piirviisirtusele saame, et 2 = a + 2 ehk 2 = c.

. Siis ¢ > v/a = z1. Seega x% =a+ 1z < a+c=c ehk x5 < ¢ jne tottu saame, et

(b) Eeldus iitleb, et a,, < e?", kui n on piisavalt suur. Seega leidub mingisugune a > 0 nii, et a,, < ae?"
koigi n korral. Niid a,—1 + va, < ae?” +Vae?" = eanl(a +V/a). Jitkates edasi, saame, et

Ty < e(\/a +1/a+---++/a) < ec (eelmise punkti tihistusega).

2. Tihistame Sy = {0 < n < 10* | 10%|n? — n}. Paneme tihele, et S; = {1,5,6}. Vaatame suvalist arvu
y =10 a+b € Spi1, kus 0 < a < 10 ja 0 < b < 10*. Siis 0 = y*> — y = b*> — b (mod 10*) ehk b € Sj.
Teisel poolt, kui b € Sy, siis 10¥a + b € Sj.1 parajasti siis, kui

10%*a? 4 2ab - 10* 4+ b> — 10Fa — b = n - 10*+!
ehk (tdhistades b* — b = 10*z mingi z € N korral)
10%a® + 2ab—a + z = n - 10,

kust a(2b— 1) = z (mod 10). On selge, et 20 — 1 # 0. Ka 2b—1 # 5, sest b = 3 on vastuolus vordusega
b*> —b = 0. Seega 2b— 1 on podratav ringis Zio ja a = 2(2b—1)"* on iiheselt méiratud. Seetttu hulgad
Sk+1 ja Sy on iliksiiheses vastavuses ning |Sky1| = [Sk| = |S1] = 3.

1

3. (a) Paneme tihele, et alza=b"1ab < ba 'z =aba”! < ba"'e N, < be N, a. Olgu

|K.| = m ja aq,...,an, sellised, et koik a;lxai on paarikaupa erinevad. Siis hulgad N, - a; on
paarikaupa iihisosata ning moodustavad rithma G klassijaotuse. Kuid |N, - a;| = |N;|, mistottu
|G| = m|Ng|.

b) On lihtne kontrollida, et y € K, <— =z € K, <— K, = K,,. Seega leiduvad 1, ..., x, nii, et
y y g

n
hulgad K, on paarikaupa iihisosata ja moodustavad rithma G klassijaotuse. Seega |G| = Z | K s, |-
i=1

Eelmisest osast teame, et |G| = 112 jagub arvuga | K, |, mistéttu |K,,| on kas 1 véi jagub arvuga
11. Tahistagu ¢ nende indeksite 7 arv, mille korral |K,,| = 1 (paneme téhele, et see on samaviirne
tingimusega N, = G). Siis ¢ samuti peab jaguma arvuga 11. Kuna N, = G {ihikelemendi e € G
korral, siis ¢ # 0, kust ¢ > 11 > 2, nagu vaja.

4. Juhul d > 2 paneme téhele, et

o) | " fayde > / " fwde > ( / yf(w)d:v>d,

) = ( / yf(x)d:c>d_1

y
ehk F'(y) > F(y)?1, kus F(y) = / f(z)dz > 0 on kasvav funktsioon. Saame, et 1 < F'(y)F(y)'~¢ =
0

(F(y)>~) 1
o—a (aF(y)“

millest

/
) < —1,kus @ = d—2 > 0. Seega ¢'(y) < —1 igas punktis y € (0,00)



mingi funktsiooni ¢ : (0,00) — (0,00) korral. Seda ei saa olla, sest siis g(b) — g(a) < a — b, kust
g(b) < a+ g(a) — b, mistottu g(a + g(a)) < 0.

z+1|Y y+1 .
¢ =e® —e%ja
0

. y
Juhu d = 2 jaoks sobib funktsioon f(z) = e® T ertl, Téepoolest, / flz)dx=e
0

Y y+1
_ 626 _ 626

y y y
41 z+1 41
/ f(x)zdgc:/ e2e" 2@+ gy 2/ e 20" dy = €%
0 0 0

0

)

kus me kasutasime vorratuse e2(tH > ¢. et > 27T Ngutud vorratus niiiid kehtib, kuna a? — b* >
(a—b)% kuia>b>0.

. Paneme téhele, et
(QF + R1(Q3 + R3) = (Q1Q2 + R1R2)* + (Q1R2 — Q2 Ry)*.

Seega meil piisab esitada P sobivate poliinoomide korrutisena. Olgu

n

P(z) = a] (@ —z)* - [ - 2)@ - 2),
j=1

i=1

kus a > 0, z; € R ja z; € C\ R. Paneme téhele, et iga k; on paarisarv, sest muidu P(z) vahetaks oma
miirgi vihemalt iiks kord. Jaib mirgata, et a = (va)? + 0%, (z — z) = ((z — 2:)*/*)? + 0 ja

(z = z)(z — %) = (z — Rez;)* + (Im z;)*.



