
Matemaatika treeningv�oistlus

Tartu, 19.03.2021

1. Olgu (an) mittenegatiivsete reaalarvude jada. T�ahistame

xn :=

√
a1 +

√
a2 + · · ·+

√
an,

kus parempoolses avaldises on n juurem�arki; n�aiteks x1 =
√
a1 ja x4 =

√
a1 +

√
a2 +

√
a3 +

√
a4.

(a) Juhul, kui an = a > 0 iga n ∈ N korral, leia piirv�a�artus limxn,

(b) juhul, kui an > 1 iga n ∈ N korral ja lim
1

n
ln(ln an) < ln 2, t�oesta, et leidub l�oplik piirv�a�artus

limxn.

2. Mitme positiivse t�aisarvu n < 102021 korral n2 − n jagub arvuga 102021?

3. Olgu G l�oplik r�uhm. Iga x ∈ G korral t�ahistame Nx = {y ∈ G | yx = xy} ja Kx = {y−1xy | y ∈ G}.
T�oesta, et

(a) |G| = |Kx| · |Nx| iga x ∈ G korral,

(b) kui |G| = 121, siis leiduvad g, h ∈ G nii, et g 6= h ja Ng = Nh = G.

4. Milliste d ≥ 2 jaoks leidub kasvav funktsioon f : [0,∞)→ (0,∞) nii, et∫ y

0

f(x)2dx ≥
(∫ y

0

f(x)dx

)d
iga y > 0 korral?

5. Olgu P (x) reaalkordajatega pol�unoom, kusjuures P (x) ≥ 0 iga x ∈ R korral. T�oesta, et leiduvad
reaalkordajatega pol�unoomid Q(x) ja R(x) nii, et P (x) = Q(x)2 +R(x)2 iga x ∈ R korral.
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1. Let (an) be a sequence of non-negative real numbers. Denote

xn :=

√
a1 +

√
a2 + · · ·+

√
an,

where there are n square root operations; e.g., x1 =
√
a1 and x4 =

√
a1 +

√
a2 +

√
a3 +

√
a4.

(a) In case, when an = a > 0 for all n ∈ N, �nd limxn,

(b) in case, when an > 1 for all n ∈ N and lim
1

n
ln(ln an) < ln 2, prove that limxn exists and is �nite.

2. For how many positive integers n < 102021 it is true that n2 − n is divided by 102021?

3. Let G be a �nite group. For all x ∈ G denote Nx = {y ∈ G | yx = xy} and Kx = {y−1xy | y ∈ G}.
Prove that

(a) |G| = |Kx| · |Nx| for all x ∈ G,
(b) if |G| = 121, there there exist g, h ∈ G such that g 6= h and Ng = Nh = G.

4. For which d ≥ 2 there exists an increasing function f : [0,∞)→ (0,∞) such that∫ y

0

f(x)2dx ≥
(∫ y

0

f(x)dx

)d
for all y > 0?

5. Let P (x) be a polynomial with real coe�cients such that P (x) ≥ 0 for all x ∈ R. Prove that there exist
polynomials Q(x) and R(x) with real coe�cients such that P (x) = Q(x)2 +R(x)2 for all x ∈ R.



Lahendused

1. Kuna m�olemal korral jada on rangelt kasvav, siis piirv�a�artuse olemasolu jaoks piisab n�aidata, et jada
on �ulalt t�okestatud.

(a) Paneme t�ahele, et x2n+1 = a + xn. Olgu c ruutv�orrandi x2 = a + x positiivne lahend ehk c =

1 +
√

1 + 4a

2
. Siis c >

√
a = x1. Seega x

2
2 = a + x1 < a + c = c2 ehk x2 < c jne t�ottu saame, et

xn < c iga n ∈ N korral. Seega leidub l�oplik x := limxn. Minnes esialgses rekurrentses v�orrandis
piirv�a�artusele saame, et x2 = a+ x ehk x = c.

(b) Eeldus �utleb, et an < e2
n

, kui n on piisavalt suur. Seega leidub mingisugune a > 0 nii, et an < ae2
n

k�oigi n korral. N�u�ud an−1 +
√
an < ae2

n−1

+
√
ae2n = e2

n−1

(a +
√
a). J�atkates edasi, saame, et

xn < e(

√
a+

√
a+ · · ·+

√
a) < ec (eelmise punkti t�ahistusega).

2. T�ahistame Sk = {0 < n < 10k | 10k|n2 − n}. Paneme t�ahele, et S1 = {1, 5, 6}. Vaatame suvalist arvu
y = 10ka + b ∈ Sk+1, kus 0 ≤ a < 10 ja 0 ≤ b < 10k. Siis 0 ≡ y2 − y ≡ b2 − b (mod 10k) ehk b ∈ Sk.
Teisel poolt, kui b ∈ Sk, siis 10ka+ b ∈ Sk+1 parajasti siis, kui

102ka2 + 2ab · 10k + b2 − 10ka− b = n · 10k+1

ehk (t�ahistades b2 − b = 10kz mingi z ∈ N korral)

10ka2 + 2ab− a+ z = n · 10,

kust a(2b− 1) ≡ z (mod 10). On selge, et 2b− 1 6≡ 0. Ka 2b− 1 6≡ 5, sest b ≡ 3 on vastuolus v�ordusega
b2−b ≡ 0. Seega 2b−1 on p�o�oratav ringis Z10 ja a ≡ z(2b−1)−1 on �uheselt m�a�aratud. Seet�ottu hulgad
Sk+1 ja Sk on �uks�uheses vastavuses ning |Sk+1| = |Sk| = |S1| = 3.

3. (a) Paneme t�ahele, et a−1xa = b−1xb ⇐⇒ ba−1x = xba−1 ⇐⇒ ba−1 ∈ Nx ⇐⇒ b ∈ Nx · a. Olgu
|Kx| = m ja a1, . . . , am sellised, et k�oik a−1i xai on paarikaupa erinevad. Siis hulgad Nx · ai on
paarikaupa �uhisosata ning moodustavad r�uhma G klassijaotuse. Kuid |Nx · ai| = |Nx|, mist�ottu
|G| = m|Nx|.

(b) On lihtne kontrollida, et y ∈ Kx ⇐⇒ x ∈ Ky ⇐⇒ Kx = Ky. Seega leiduvad x1, . . . , xn nii, et

hulgadKxi
on paarikaupa �uhisosata ja moodustavad r�uhmaG klassijaotuse. Seega |G| =

n∑
i=1

|Kxi
|.

Eelmisest osast teame, et |G| = 112 jagub arvuga |Kxi |, mist�ottu |Kxi | on kas 1 v�oi jagub arvuga
11. T�ahistagu c nende indeksite i arv, mille korral |Kxi

| = 1 (paneme t�ahele, et see on samav�a�arne
tingimusega Nxi

= G). Siis c samuti peab jaguma arvuga 11. Kuna Ne = G �uhikelemendi e ∈ G
korral, siis c 6= 0, kust c ≥ 11 ≥ 2, nagu vaja.

4. Juhul d > 2 paneme t�ahele, et

f(y)

∫ y

0

f(x)dx ≥
∫ y

0

f(x)2dx ≥
(∫ y

0

f(x)dx

)d
,

millest

f(y) ≥
(∫ y

0

f(x)dx

)d−1
ehk F ′(y) ≥ F (y)d−1, kus F (y) =

∫ y

0

f(x)dx > 0 on kasvav funktsioon. Saame, et 1 ≤ F ′(y)F (y)1−d =

(F (y)2−d)′

2− d
ehk

(
1

αF (y)α

)′
≤ −1, kus α = d − 2 > 0. Seega g′(y) ≤ −1 igas punktis y ∈ (0,∞)

3



mingi funktsiooni g : (0,∞) → (0,∞) korral. Seda ei saa olla, sest siis g(b) − g(a) ≤ a − b, kust
g(b) ≤ a+ g(a)− b, mist�ottu g(a+ g(a)) ≤ 0.

Juhu d = 2 jaoks sobib funktsioon f(x) = ee
x+1

ex+1. T�oepoolest,

∫ y

0

f(x)dx = ee
x+1
∣∣∣y
0

= ee
y+1

− ee ja

∫ y

0

f(x)2dx =

∫ y

0

e2e
x+1

e2(x+1)dx ≥
∫ y

0

e2e
x+1

2ex+1dx = e2e
x+1
∣∣∣y
0

= e2e
y+1

− e2e,

kus me kasutasime v�orratuse e2(x+1) ≥ e · ex+1 ≥ 2ex+1. N�outud v�orratus n�u�ud kehtib, kuna a2− b2 ≥
(a− b)2, kui a ≥ b > 0.

5. Paneme t�ahele, et

(Q2
1 +R2

1)(Q2
2 +R2

2) = (Q1Q2 +R1R2)2 + (Q1R2 −Q2R1)2.

Seega meil piisab esitada P sobivate pol�unoomide korrutisena. Olgu

P (x) = a

n∏
i=1

(x− xi)ki ·
m∏
j=1

(x− zj)(x− z̄j),

kus a > 0, xi ∈ R ja zj ∈ C \R. Paneme t�ahele, et iga ki on paarisarv, sest muidu P (x) vahetaks oma

m�argi v�ahemalt �uks kord. J�a�ab m�argata, et a = (
√
a)2 + 02, (x− xi)ki = ((x− xi)ki/2)2 + 02 ja

(x− zj)(x− z̄j) = (x− Re zj)
2 + (Im zj)

2.
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