Matemaatika voistlus

Tartu, 13.03.2020

. Olgu antud 4 x 2 maatriks A ja 2 x 4 maatriks B, mis rahuldavad tingimust

10 -1 O
01 0 -1
AB = 10 -1 O
01 0 -1

Leia BA.
2

An
1
Qn

. Kas jada (a,), mille puhul a1 = 3 ja apy1 = n > 1, koondub? Kui jah, leia selle piirvaértus.

. Olgu a > 1. Toesta, et
m/2
/ cos(ax)(cos x)*2dx = 0.
0

(Moned erijuhud véérivad ka punkte: a =3, a =4, a € Z.)

Zo oy . (1 1\ (1 0
zn vn) T \2 1 0 1)

lim ged(zn, Yn, 2n, Un) = 0.
n— o0

. Iga n € N korral tdhistame

Toesta, et

(Siin ged t&histab suurimat iihist tegurit.)

. Leia koik funktsioonid f : (0,00) — (0, 00), mille korral

flx+ f(y) = flz+y)+ fly)

koikide z,y > 0 korral.
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. Let A be 4 x 2 matrix and let B be 2 x 4 matrix such that

10 -1 0
01 0 -1
AB = 10 -1 0
01 0 -1
Find BA.
2
. Does the sequence (a,) with a; = 3 and a,41 = ﬁ, n > 1, converge? If yes, find its limit.

. Let a > 1. Prove that P
/ cos(ax)(cos x)*2dx = 0.
0

(Some points are reserved for cases: a =3, a =4, a € Z.)

xnyn._ll%_lO
z vn) T \2 1 0 1/

lim ged(zn, Yn, 2n, Un) = 00.
n—oo

. Let

Prove that

. Find all functions f : (0,00) — (0, 00) satisfying

flx+f) = flx+y)+ fly)

for all z,y > 0.



Hints

[y

. Split both matrices into blocks of 2 x 2 matrices.
. Find a fixed point and obtain a recurrence relation for the error, estimate using it.

. Split into 2 integrals using a trigonometric identity, integrate one of them using integration by parts.
a
2b

. . b . . .
. Prove that the matrix in question has the form ( a)' It is useful to know its determinant.

. Consider g(x) := f(x) — z. Look for standard properties of functions.



_— Ay . 1 0 ..
1. Tahistame A = (A2>, B = (31 Bg) ning F = (0 1). Siis

_ (AB, AB,)\ (E -E
AB_(AQ& A8,) "\ —E)
Niisiis B; = A;* and By = — A5 ', Jarelikult,

BA = ByA, — ByAy = <8 g) .

2. Lahendus 1. Piirvairtus (kui see on olemas) on jargmise rekurrentsi piisipunkt:

5+ 2 2,
=5 T etl=5+-a —20-1=0&a=1+2
= a

a

Kuna jada liikmed on positiivsed, siis ainus voimalus saaks olla a = 1 + V2. Tihistame a + 6, = a,.
Niiiid )
5+ 55 Bla+6,)+2  T+5V2+56,

@t Ont1 = 2+ - 20a+0,)+1 3422425,
mistottu
5y = T+5vV2+50, — (1+v2)(3+2V2+25,) _ (3-2v2)dn .
3+ 2v2 + 26, 3+ 2vV2+ 26,
Kui |§,| < 1, siis
|5n+1| < (3%2\/5) ’ ‘5n|

Mirgime, et §; =3 — (1 +v2) =2 — V2~ 0.6 < 1. Seega §,, — 0.
Lahendus 2. Jada (a,) koonduvust saab toestada ka jargmisel viisil. On selge, et a,, > 0 iga n korral.
5a, +2 5 1

2, +1 2 da, +2

Saame, et a,11 = (formaalselt nagu ,ratsionaalmurru teisendamine poliinoomi
1

<
4a, + 2 dap41 + 2
An+t1 > Gnya. Bt ay > ag, siis induktsiooni abil ndeme, et jada on rangelt kahanev.

ja algmurdude summaks“). Jérelikult eeldusel a,, > a,41 kehtib ning seega ka
On teada, et kahanev alt tokestatud jada on koonduv.
Piirvairtuse leiame samal moel nagu eelmises lahenduses.
5+2 5z+2 5

2412241 2 dr 42

Lahendus 3. Funktsioon f(x) kujutab 16igu [2, 3] samasse 16iku (kuna

funktsioon on kasvav, siis piisab néha, et f(2) > 2 ja f(3) < 3). Leiame, et f'(z) = seega

1
(2z +1)%’
|f/(z)| < 1 ligus [2,3], jirelikult f on ahendav 16igus [2,3]. Banachi piisipunkti printsiibi kohaselt
leidub funktsioonil f 16igus [2, 3] tépselt iiks piisipunkt. Selle leiame nagu lahenduses 1.

Lahendus 4. Uurime jada b, = (a, — 1) — 2. Saame, et

5a, + 2 2 3a, +1\°
byt = 1) —2= -
2a, +1 2a, +1
_9ai+6an—|—1—8ai—8an—2_(an—1)2—2_ b,

(2a, +1)2 (20, +1)2 (2a, +1)2°




Et by =2 > 0ja 2a, + 1 # 0 (sest a,, > 0), siis induktiivselt leiame, et b,, > 0 iga n korral. Siit teeme
jarelduse, et (a, —1)% > 2, mistdttu a,, > 1+ V2 iga n korral. Samuti néeme, et jada (b, ) on kahanev.
Et a, > 1+ V2, siis (2a, +1)% > (2(1 +V2) + 1)2 = (3 +2Vv2)? = 17 + 12V/2. Siit teeme jirelduse, et
by
=— 0, millest a, — 1+ /2.
(17 + 12¢/2)n1

Mdrkus. Jada (a,,) kahanevust on véimalik ndidata mitmel moel. Uurides vahetult vorratust a,, > a,41

5 2
ndeme, et see on samavéirne tingimusega a,, > 2(1” 1 1 ehk (an — (1+v2))(an — (1 —v?2)) > 0. Seega
an

peame lisaks niitama, et a,, > 1 + v/2, enne pole selliselt arutledes kasvavus niidatud.

n

Induktsiooniga saab aga niidata kiill, et a, > 1+ v/2. Nimelt, n = 1 korral see viide kehtib. Olgu

5
teada, et a, > 1+ /2 mingi n korral. Tingimus Gp41 > 1+ V2 tihendab, et 2 o 12 >1+V2
an

=6+ 4\&, mistottu 4a, > 4+ 4v/2 jaa, >1+ \/§, nagu vaja.

1
ehk 4a, + 2 >
-2

. Kasutame summa koosinuse valemit:

[\GI[9N}

/W/2 cos(ax)(cosx)* 2 dx = /77/2 cos((a — 1)x)(cos z)*  dz — /ﬂ/z sin((a — 1)) sin z(cos 2)* 2 du.

0 0 0

Samas aga

— W/Qsin a—1z)sinz(cosz)* 2 de = W/QM cosx)? !
| sl Da)sinateosay-2a = | d(cos )

a—1
/2 a—1
- /0 % dsin((a — 1)z)

sin((a — 1)z)(cos z)*~! ~/2

a—1

0

/2
=0- / cos((a — 1)x)(cos )" du.
0
Mirkus 1. Kuna cos 3z = (cosz) — 4 cos x(sin x)?, siis

/2 /2 m/2
/ cos3zcosrdr = / (cosz)? dz — 4/ (sinz cos z)? da.
0 0 0

14 cos2x sin22\”>  1-— cosdx
Ositi integreerimise voi vorduste (cosz)? = — ja (sinzcosz)? = ( 5 ) = 1 abil
w/2 T /2 T
vahetu integreerimise teel leiame, et / (cosz)?dx = 1 ja / (sinz cosx)? do = 6
0 0

Analoogiliselt saab kiituda juhul a = 4, arvestades, et cos4z = 1 — 8 (cos z sinz)°.

Mdérkus 2. Juhul a = 3 on abi ka jirgmisest valemist (trigonomeetriliste funktsioonide korrutise teisen-
damine summaks):

1
cos 3x cosx = 3 (cosdx + cos2x)

Paraku analoogseid valemeid pole iildjuhu jaoks.

Mirkus 8. Ositi integreerida saab juhul a = 3 ka nii:

/2 /2
/ cos3gccosxdx:cos?msinxfgm—i—?)/ sin 3xrsinx dx =
0 0

/2
=3 (— sin 3x (:osx‘g/2 + 3/ cos3xcosxdac> ,
0



/2 /2
seega 8 / cos 3x cos x dx, millest / cos 3z cosxdx = 0.
0 0

Sarnaselt saab arutleda ka juhul a = 4.

. Tahistame A = ; 1) On selge, et A™ tildkuju on <2ab Z) ning |A"| = a® —2b* = (—1)". Mirgime,
2 2
m o (G +2b° -1 2ab .~ . L 9 2
et A E = ( dab Q2o —1) mistottu iilesandes toodud ged on g, := ged(a® + 2b
1,2ab).

Kui a® — 1 = 2b?, siis g, = ged(4b?,2ab) = 2b - ged(2b, a). Muul juhul a® = 2% — 1, seega g, =
ged(2a?, 2ab) = 2a - ged(a, b). Et nii a kui ka b on kasvavad suurused, kehtib g,, — oo.

. Tdestame koigepealt, et f(y) > y koigi y > 0 korral. Kui mingi arvu y > 0 jaoks oleks tingimus
f(y) > y rikutud, siis kas f(y) = y, mis annaks sarnaste liikkmete koondamise jirel vorduse f(y) = 0,
vol y > f(y) ning
fW)=fly—fw)+fy)=rfly—fy)+y) + ),
mistottu f(2y — f(y)) = 0 (arvestame, et 2y — f(y) > 0). Molemad juhud annavad vastuolu.
f

Niitid saame defineerida abifunktsiooni g(z) :=
omandab jargmise kuju:

(x) —x > 0 koigi ¢ > 0 korral. Algne tingimus

gx+gly) +ty)+z+gly) ty=gx+y) +r+y+gy) +y

ehk
gz +y+9@y) =9 +y)+y
iga x,y > 0 korral. Teisisonu,
9@ +9(y) =9(x) +y (1)
alati, kui « > y > 0. On selge, et g on injektiivne (kehtigu g(y) = g(z), olgu « > y,z, siis y =
gz +9(y)) —g(z) = gz + g(2)) — g(z) = z). Jarelikult, kui x > y + z, siis

gx+gy+2) =g +y+z=9g@+gy) +2z=g+g(y) +9(2))-

Ténu injektiivsusele saame, et funktsioon ¢ on aditiivne: g(y+z) = g(y) + g(z) kdigi y, z > 0 jaoks. See
on aga Cauchy funktsionaalvorrand positiivsete vaartustega funktsiooni jaoks ning teadaolevalt selle
koik lahendid on kujul ¢g(z) = cx, kus ¢ on mingi positiivne konstant.

Médrame konstandi ¢ vidrtuse. Aditiivsus koos tingimusega (??) annab, et g(g(y)) = y kéigi y > 0
jaoks, seega siis c*y = y kdigi y > 0 jaoks. Niisiis ¢ = 1, seega g(r) = z ja jirelikult f(r) = 2z koigi
arvude =z > 0 jaoks.

Vahetu kontroll néitab, et f(xz) = 22 rahuldab ldhtevorrandit.

Cauchy funktsionaalvérrani lahendus: Esmalt kontrollitakse, et g(nz) = ng(x) kdigi naturaalarvude n
ja reaalarvude x > 0 korral. Seejérel valitakse z rolli x/n ning saadakse, et g(z/n) = g(z)/n. Nende
kombineerimisel saame, et iga positiivse ratsionaalarvu ¢ ja iga x > 0 korral g(gz) = qg(x). Kuna g
omandab ainult positiivseid vaartusi, garanteerib g aditiivsus selle, et g on rangelt kasvav. (Tdepoolest,

valime z <y, siis g(y) = g(z + (y — z)) = g(z) + g(y —x) > g(x).)
Olgu z > 0 irratsionaalne, leiame alt ja iilalt ratsionaallihendid: ¢, < x < ry,, kus ¢, 7, — . Siis

cx = climg, =limg(g,) < g(x) <limg(r,) = climr, = cz,

mistottu g(z) = cx.



