iviaillilliaavinada=iiliivl ilidavtinaitcauusinuliiid ulivpliasivo

matemaatikaoliimpiaad

13. mai 2005. a.

1. (10 punkti) Olgu f selline pidev reaalmuutuja funktsioon, et f(z — 1) + f(z +1) > = + f(z)
mistahes reaalarvu x korral. Milline on integraali f12005 f(z)dz minimaalne voimalik viédrtus?

Lahendus. Tahistame g(z) = f(x) — x. Siis
gz—-1)+z—-1+g@xz+1)+a+1>z+g(z)+=x,
ehk g(z — 1) + g(x + 1) > g(x). Niiiid aga
gl@+3) =gz +2)—glz+1) = —g(z).

Seetottu
a+6 a+3 a+6 a+3
/ g(x)dx = / g(z)de + / g(z)dx = / (9(z) + g(x+3))dz > 0.
a a a+3 a

Siit tuleneb, et
333

/12005g(x)d$ => /66n+7g(x)dx >0.

n=0 v/ 6n+l1
Jarelikult

2005 2005 2005 22
/ f(x)dx = / (9(z) + z)dx > / xdr = 5
1 1 1

Vordus kehtib f(z) = x korral.

2005 2
_ A 2010012.

1

2. (10 punkti) Olgu S = {0000000,0000001,...,1111111} koikvoimalike seitsmekohaliste binaar-
arvude hulk. Kahe elemendi s1, sy € S vaheline kaugus on s; ja sy erinevate kahendkohtade
arv. Néiteks 0001011 ja 1001010 vaheline kaugus on 2, kuna nende esimene ja seitsmes kahend-
koht on erinevad. Toestada, et kui 7" on hulga S selline alamhulk, millel on iile 16 elemendi,
siis T" sisaldab kahte elementi, mille vaheline kaugus on iilimalt 2.

Lahendus. Iga elemendi ¢t € T jaoks voime leida hulga S; C S, mis koosneb elemendist ¢ ja
neist seitsmest S elemendist, mis saadakse tépselt iihe ¢ kahendkoha vastupidiseks muutmisel.
Oletame, et suvalise kahe T elemendi vaheline kaugus on vdhemalt 3. Siis hulgad S; peaksid
olema omavahel 1ikumatud ja kehtiks [S| > >, 1 [S;| = 8|T|, mistottu |7 < |S]/8 =27/8 =
16. Jarelikult kui |7 > 16, siis peavad leiduma kaks T elementi, mille vaheline kaugus on
ilimalt 2.

3. (15 punkti) Tdestada, et piirvéédrtus
N I 1/n
lim | |(n +4%)

wea3n2

=1

on olemas ja ja leida selle vaartus.



Lanendaus. Vi€ naltame, €t plirvaartusexs on ¢ — . Ulgu I, =7 ||, (\1L" + 17 )" . NOI-
rutise igast tegurist (n?)Y/™ vilja tuues nieme, et P, = [, (1 + (i/n)?)'/™, mistottu

1 n Z 2
log P, = — | 1 — .
og n; og( —l—(n) >

Parempoolne avaldis on Riemanni summa integraali I = fol log(1 + 2?)dz jaoks ja jirelikult
koondub piirprotsessis n — oo selleks integraaliks, st lim,, .., log P,, = I. Seega on piirvaartus
lim,,_, P, olemas ja vordub arvuga e’. Meil on tarvis veel leida integraal I. Tavapirane osade
kaupa integreerimine annab
1
/ x(2x) I
o 1+ a2

! 2
= log?2 — 2 — d
2= [ (2= e

1
=log2—2+7/2.
0

1
I = xlog(l+a%)| —
0

= log2 — 2+ 2arctanz

4. (15 punkti) Leida vahim naturaalarv n > 11 mille jaoks leidub n jidrku poliinoom jérgmiste
omadustega:

(a) P(k)=k"igak=1,2,... n korral;
(b) P(0) on naturaalarv;
(¢) P(~1) = 2005.

Lahendus. Oletame kéigepealt, et P(z) on n jarku poliitnoom, mis rahuldab tingimusi (a), (b)
ja (c). Vaatleme poliinoomi Q(z) = P(x) —z'. Siis Q(z) on iilimalt n jéirku ja tingimusest (a)
jareldub, et poliinoomil Q(x) on juured k =1,2,... ,n. Seega Q(x) on kujul

Qz)=C(z—1)(z—2)...(x —n),
kus C' on mingi konstant. C' leidmiseks kasutame tingimust (c), millest tulenevalt
2005 = P(-1) =Q(-1) + (-D)"* =C(-=1)*"(n+1)! - 1.
Seega C' = 2006(—1)"/(n + 1)!. Lisaks

2006
T on+1

P(0) =Q(0) = C(—1)"n!

ja (b) kehtib parajasti siis, kui n + 1 on 2006 jagaja. Jérelikult iga n jarku poliinoom P(x),
mis rahuldab tingimusi (a)-(c), peab olema kujul P(z) = C(z — 1)(z — 2)...(z — n) + 2!
iilaltoodud konstandiga C, kusjuures n + 1 jagab arvu 2006. Teisalt on lihtne néha, et iga
selline poliinoom rahuldab tingimusi (a)—(c). Jarelikult on otsitav arv n viahim arv n > 11,
mille korral n + 1 jagab arvu 2006, st n on 1 vorra viiksem kui 2004 vdhim jagaja, mis iiletab
arvu 13. Tegurdades arvu 2006, saame 2006 = 2 - 17 - 59. Jérelikult on 2004 vahim jagaja, mis
iiletab arvu 13, arv 17 ja n = 16.



J. \«U punktl) Iivimetame naturaalarvude Nnulka A KakslKuvabaks, Kul sec €1 S1salda uitegl eleimnell-
tide paari a ja ', mille korral ' = 2a. Leida koos toestusega suurima kaksikuvaba hulga
A CA{1,2,...,256} voimsus.

Lahendus. Niitame, et otsitav maksimaalne voimsus on 171. Veendumaks, et voimsus ei iileta
arvu 171, oletame, et A C {1,2,...,256} on kaksikuvaba. Olgu a € A ja tdhistame arvuga ag
arvu a paaritut osa, st a = a2%, ag on paaritu ja ¢ on mittenegatiivne. Iga paaritu arvu m
korral tahistagu A,, nende elementide a € A hulka, kus ag = m. Hulgad A,,, m =1,3,...,255
jaotavad A osadeks, st |A| = |A1] + |As| + ... + | A2ss|. Voimsuse |A| iilemise tokke leidmiseks
vaatleme |A,,| erinevate m véairtuste vahemike korral.

Kui (1) 128 < m < 256, siis leidub iilimalt iiks @ € A, mille korral ag = m, tdpsemalt a = m.
Seega voimsuste |A,,| summa iile m vahemikus (1) on iilimalt selles vahemikus sisalduvate
paaritute m koguarv, st 64.

Kui (2) 64 < m < 128, siis iga a < 256, kus ag = m, on kujul a = m or a = 2m, kuid
kaksikuvabaduse tottu kuulub iilimalt iiks neist hulka A. Seega |A,,| < 1 kui m on vahemikus
(2) ja |Apn| summa iile selliste arvude m on iilimalt 32.

Kui (3) 32 < m < 64, siis ag = m annab, et a = m2’, kus i = 0, 1 voi 2, kuid kaksikuvabadusest
jareldub jélle, et iilimalt kaks neist saavad kuuluda hulka A. Seega |A,,| < 2 vahemikus (3) ja
|A,,| summa iile m selles vahemikus on iilimalt 16 - 2 = 32.

Analoogiliselt saab vaadelda vahemikke (4) 16 < m <32, (5) 8 <m < 16, (6) 4 <m < 8, (7)
2<m <4 (stm=3)ja(8) m=1. Ndeme, et |A,,| on iilimalt 2 vahemikus (4), 3 vahemikes (5)
and (6), 4 vahemikus (7) ja 5 vahemikus (8). Vastavad summad iile |A4,,| on seega tokestatud
arvudega 8 -2=16,4-3=12,2-3=6,1-4=4ja1l-5=15. Kokku liites saame

|A| <64432432+16+12+6+4+5=171.

Néitamaks, et see toke on saavutatav, votame hulgaks A selliste tdisarvude n < 256 hulga, mis
on kujul a¢2¢, kus ag on paaritu ja i = 1,2, ... Siin on kerge kontrollida, et eelnevas arutelus
sisalduvad vorratused |A,,| jaoks muutuvad vordusteks ja seega |A| = 171.

6. (20 punkti) Olgu a ja b reaalarvud vahemikust (0, 1/2) ja olgu g pidev reaalmuutuja funktsioon,
mille korral g(g(z)) = ag(z) + bx koigi reaalarvude = korral. Toestada, et g(z) = cx, kus ¢ on
mingi konstant.

Lahendus. Paneme téhele, et g(x) = g(y) tottu g(g(x)) = g(g9(y)) ja seega x = y téanu
iilesandes antud vordusele. Jarelikult on ¢ injektiivne. Kuna ¢ on pidev, siis on g kas rangelt
kasvav voi rangelt kahanev. Seejuures ei saa funktsioonil g olla 1oplikku piirvéartust L protsessis
x — +o00, muidu kehtiks g(g(z)) — ag(z) = bx ja vasak pool oleks tokestatud ning parem pool
tokestamata. Samamoodi ei saa funktsioonil g olla I6plikku piirvadrtust protsessis © — —oo.
Koos monotoonsusega annab see, et g on ka siirjektiivne.

Fikseerime suvalise x ja defineerime z,, iga tdisarvu n € Z jaoks rekursiivselt vordusega x, 1 =
g(z,) kui n > 0, ja vordusega z, 1 = ¢ '(z,) kui n < 0. Olgu r; = (a + Va2 +4b)/2 ja
ry = (@ — va? + 4b) /2 poliinoomi z? — ax — b = 0 juured, siis 71 > 0 > 7y ja 1 > |ry]| > |rol.
Jérelikult leiduvad c;,co € R nii, et x,, = 17 + cory iga n € Z korral.

Oletame, et g on rangelt kasvav. Kui ¢y # 0 mingi x( valiku korral, siis x,, on tokestatud arvuga
ry piisavalt negatiivsete n vadrtuste korral. Kuid vottes sobiva paarsusega piisavalt negatiivse
n korral x,, ja x,.2 , saame 0 < x, < x, 12, kuid g(z,) > g(z,42), vastuolu. Seega ¢y = 0; kuna
Ty = €1 ja 1 = 171y, siis ka g(x) = rx iga x korral. Analoogiliselt rangelt kahaneva g korral
on ¢y = 0 voi x,, on tokestatud arvuga ri piisavalt positiivse n korral. Kuid piisavalt positiivse



Ja 01g€ paarsusega T Korral Ty ja Ipy2 Vaadeldes Saallle U < Tn42 << Tp, d8ad g\Ln42) < \Ln),
vastuolu. Jérelikult sel juhul g(z) = rex suvalise x korral.



