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1. (20 punkti) Oglu g(z) pidev ja positiivne funktsioon vahemikus (0, 00). Vaatleme funtksiooni

2(y) = , y>0, v€R.

Veenduda, et eksisteerib ainus punkt yo selline, et z(yg) = o, kusjuures funktsionil z(y) on
globaalne miinimum punktis .

Lahendus. Ositi integreerimisel me saame

/Oy zg(z)dr = y/oyg(x)d:c - /Oy dx /Oxg(t)dt (y > 0).

Vaalteme funktsioonid G(x fo t)dt ja H(x fo t)dt (z > 0) ja uurime nende omadu-
sed. Funktsioon G on pos.1tuvne ja kasvav Vahemlkus (0, oo) ning G'(z) = g(z) iga > 0 jaoks.
Funktsioon H on ka positiivne, pidev, kasvav ja rahuldab seosed

lim H(y) = 0, lim H(y) = oc.

y—0F y—00

Funktsioon z(y) avaldub niitid kujul

oy +yGy) - H(y) v —H(y)
) = AN

Seega z(y) = y parajasti siis, kui H(y) = v. Kuna H on kasvav, siis eksisteerib parajasti iiks
punkt gy selline, et H(yo) = 7.

Niiid leiame miinimumi:

—Gy)Gy) -~ (v =HW)gly) _ —(v=HW)9(y) _ 9y = 2(y))
G(y)? G(y)? Gly)

Zy) =1+
Kui 0 < y < yo, siis H(y) < v ja z(y) >y, seega z'(y) < 0; kui yo < y, siis H(y) > 7,2(y) <y
ja 2'(y) > 0. Siit jareldub, et funktsioonil z(y) on globaalne miinimum punktis yj.

2. (15 punkti) Olgu f : [0, +00) — R pidev funktsion. Veenduge,et iilesannel
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puudub lahendus ldigus [0, 2].



Lahendus. Oletame vastuviiteliselt, et eksisteerib funktsioon ¢ : [0,2] — R selline, et
¢'(t) = ¢°(t) + f2(t), 6(0) = 1.

Seega ¢ kasvab ja ¢(t) > 1 (t € [0,2]). Olgu (t) :=1— ¢(t Selge, et ¥(t) <1 (t €10,2]).
Seega

1 1 a1

o 0= T EACE

(1 —(t))?
ning jarelikult

() >1=9Y(t) —(0) >t fort €]0,2].

>

Vattes t = 2, saame ¢(3) > 2, mis annab vastuolu.

3. (10 punkti) Olgu (a,) naturaalarvude jada selline, et ag = 1, a; > 1 ja
an+1:u+1 (n € N)

Veenduge, et rea

summa on ratsionaalarv.

Lahendus. Kuna % on naturaalavr, siis a, > 2 (n > 1), seega
2

ja rida koondub. Edasi,

ai--a
00 —1"

_Z an+1_1 :i

o
Cln+16l[ ] ;al *Ap+1 *Qn41 ai

n=1

4. (10 punkti) Olgu R nulliteguritega ring ning oletame, et nullitegurite arv on 1oplik. Tdestada,
et R on 1oplik.

Lahendus. Olgu m nullitegurite arv ning w,v € R on sellised, et u # 0, v # 0 ja uv = 0.
Kuna iga z € R korral (zu)v = z(uv) = 0, siis zu = 0 voi zu on nullitegur.

Kui zu = yu erinevate elementide x,y € R korral, siis (z — y)u = 0 ning  — y on nullitegur.
Seega 0 voi suvaline nulliteguritest on voimalik saada kujul xu maksimaalselt m + 1 korda.
Niiiid on selge, et elementide arv ringis R ei saa olla surem kui (m + 1)2.

5. (15 punkti) Olgu

Uy
U2
Q.=FE—c- : (U, ugy e, Uy
U,
kus F on n-indat jarku ithikmaatriks ning vektor w = (uy,us, ..., u,) on nullist erinev. Leida

koik skalaari ¢ véartused mille korral Q" = )., mingi naturaalarvu m # 1 jaoks.



Lahendus. Kuna u = (uy,...u,) on nullist erinev, iildsus kitsendamata me voime oletada et

Q.=F — ﬁutu. Me néitame induktsiooniga, et

Qn=F — #utu. (1)

Kui m = 1, siis (1) kehtib. Kui (1) kethib naturaalarvu m korral, siis

O = Q. = (E_ %utu) (E_ Lutu) _p oot

Juf?

Niid lahendame vorrand
l1-(1-¢™=c.

ehk
l—c=(1-¢)™.
Kui m on paaris, saame 1 —c¢ = 0 voi 1 — ¢ = 1. Kui m on paaritu, siis veel iiheks lahendiks on

1—c=—1.Seega c € {0,1,2}.

6. (20 punkti) Olgu S, on n-elemendilise hulga substitutsioonide hulk. Iga 7 € S, jaoks me de-
fineerime A(m) = {n € S, | nonm = mon} ning &(7) = |A(r)|. Leida ®(7) iga 7 € S,

jaoks.
Lahendus. Iga ai,as,...,a; € {1,....,n}, k > 2, a; # a; kui ¢ # j jaoks me defineerime
substitutsioon

) Gig1 mod & kui x € {ay, as, ..., ax}

Tay,a2,ax (T) = .
x kui x & {ay,aq9,...,a;}.
_ i 0 i J oJ J

Olgu 7 = Taladsnal, © Tadiada?, ©© Tabaal, kus {a},a, ..., q, } N {af,a3,...,a;,} = 0,

kui i # j. Tegelikult, iga substitutsioon on esitatav sellisel kujul. Oletame, et leidub ¢ ¢
{al,aj, ..., a} } selline et n(c) = a, mingite 7 ja s korral. Siis

W(TI(C)) = aiJrl modk;

ning
c)=a’ kuic L Ad.d, ... dl
T](’T('(C)) _ 77( ) s » € LJ]];A'L{ 1) %2 kj}
77(@%) kui ¢ = @1 mod kj*
Jarelikult, kui o m = m o, siis n({a},a,...,a}) = {af,a},...,a) } iga i = 1,2,...,1
korral. Kui mingite s, € {1,...,k;} jaoks kehtib n(a}) = al, siis m(n(al)) = aliy mod &
ja n(m(al)) = n(aly med x,). Jérelikult, kui nom = mon siis iga ¢ = 1,2,...,1 ja suvalise

r; € {1,...,k;} korral kehtivad:

(1> 77<{azla aéa s 7a§€,'}> = {azi’ aé’ Tt ’a%ﬂi};
(11) 77(“;) = avz"ﬂrs mod k;*

Kerge on niha, et tingimused (i) ja (ii) on ka piisavad. Jarelikult



