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Peatiikk 1

Jadad

1. Arvutada piirvaartus

n

. n!
lim —.
n—oo n

2. Toestada, et jada {a, : n > 1},

_ (2n+1)(2n+3)...(4n+1)
T mnt2)..4n

koondub ja leida lim a,,.

n—oo

3. On teada, et lim a, = g. Toestada, et

n—oo
n
) ai

lim *
n—oo n

:g.

4. On antud jada {a, : n > 1}, kusjuures

nlgrolo (any1—an) =g

. a
Toestada, et lim — = g.

n—oo n
5. Olgu antud jada {a, : n > 1}, kus a,, > 0 ning lim a, = g (g on 16plik v6i 15pmatu).
n—oo

Tahistame

Bn:=/ay-a;...ay.
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Toestada, et jada {f, : n > 1} koondub ning lim f3, = g.
n—oo

6. On antud jada {a, : n > 1}. Vaatleme lauseid:

(A1) lim n(a,+; —an) = a, kus a on 15plik;
n—oo

(A2) lim DF@2t - Fn o b on Toplik:
n—oo n

(A3) jada {a, : n > 1} koondub.

Missugused alljdargnevatest lausetest on tdesed?

a) [(AD]= [(A3);
b) [(A2) = [(A3);
¢) [(ADA[ATY = [(A3)?

7. Toestada, et jada {a, : n > 1}, kus a4 = 5 ja a, # 2, on perioodiline.

8. Niidata, et jada {a, : n > 1}, kus
n 2k+1 \?
fin _k; (2k2+2k+1) :
koondub.
9. Toestada, et jada {a, : n > 1}, kus
n

sink
a, = Z 2 5
=n +k

on hiibuv jada.
10. Iga naturaalarvu n > 2 korral leidub jada {a, : n > 1} jaoks k € N nii, et

—_ n a —.
2 = = " 2

Tdestada, et jada {a, : n > 1} on héddbuv jada.

11. Jada {a, : n > 1} puhul on teada, et a,, > 0 ning

1
pi < ;(al+az+~"+an)-
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Defineerime jada {b, : n > 1} jirgmiselt:

_a1+a2+---+an
— - .

b, :

Toestada, et

a) jada {b, : n > 1} on monotoonne;

b) jada {a, : n > 1} on héibuv jada.
12. Defineerime kaks arvjada {a, : n > 1} ja {b, : n > 1}, kusjuures

n(n+1) n n?(n*+1) n'(n"+1)
1+ n? 1 +n* R 72 O

1
a, \ "t
b, = .
! (1+n)

Leida lim b,,.

n—oo

a, = 1+

13. Olgu x; ja xp ruutvorrandi X2 — 2px+1 =0, p € N, lahendid. Tédhistame S, :=
S
x| +x5, n=1,2,.... Testada, et jada {a, : n > 1}, kus a, := n—': koondub ja leida

lim a,.

n—oo

14. Tdestada, et jada, mille iildliige on

an

n
CVIHV2 4
koondub ja leida selle jada piirvédrtus.

15. Koondugu jada {a, : n > 1} arvuks a # 0 ning olgu antud reaalarv k, 0 < k < |a|.
Niidata, et leidub Ny nii, et |a,| > k, Vn > Np.

16. Jada {a, : n > 1} iildliige on a, = sinn. Tdestada, et jada hajub.

17. Arvjada {a, : n > 1} on antud rekurrentsete seostega

1
ar=1, a1 = E(l—|—4an—}—\/1+24an).

Toestada, et jada {a, : n > 1} koondub ja leida selle jada piirviértus.

18. Arvjada {a, : n > 1} on defineeritud seostega

an = ay—1+2ap,2, nz=3.
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Jada litkmed a; ja a; on fikseeritud. Leida lim /a,,.
n—oo
19. Olgu jada {a, : n > 1} puhul teada, et
lim (2a,41 —a,) = 0.
n—oo

Leida lim a,,.

n—0o0

20. Jada {a, : n > 1} on defineeritud jargmise rekurrentse seosega:
n

an+1:1+a_> ap=1.
n

Leida lim (an — \/ﬁ)
n—oo
21. On antud jada {a, : n > 1}, kusjuures

n
an—l_an:mv ap = 2.

Tdestada, et see jada koondub ja leida selle piirvdirtus. Leida samuti

lim (n+1)!Ina,.

n—oo

22. On antud jada {a, : n > 1}, kus
L 1
i=2 !
Tdestada, et see jada koondub ja leida selle piirvédrtus.

ap+-1
ay

. Tea-

23. On antud jada {a, : n > 1}. Moodustame jada {b, : n > 1}, kus b, =

des, et lim b,, =0, leida lim a,,.

n—oo n—oo

24. Olgu 0 < a < 1 fikseeritud reaalarv ning a; = a, a,+1 = a,(1 —a,), n > 1. Toestada,
et jada {b, = na, : n > 1} koondub ja ta piirviértus on 1.

25. Reaalarvude jada {a, : n > 0} liikkmed rahuldavad tingimust
l=agy<a1<...<a, <..... (1.1)

Jada {b, : n > 1} on defineeritud jérgmiselt:

Toestada, et
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1) 0<b,<2,VneN.

2) Iga 0 < C < 2 puhul leidub jada {a, : n > 1}, mis rahuldab tingimust (1.1)) nii, et
b, > C 10pmatult paljude indeksi n viirtuste korral.

26. Jadas {a, : n> 1}

2 1 1
ar=A, aa=B 0<B<A, —= + .
an  dp—1  Ap+l

Toestada, et jada {a, : n > 1} koondub ja leida selle piirvirtus.

27. Tdestada, et jada {a, : n > 1}, kus
. n
a, = sin (2—|— \/5) T,
koondub ja leida selle piirvédrtus.
28. On antud jada {a, : n > 1}, kus

an:W, a>0, ﬁ>0

Tdestada, et jada koondub ning leida selle piirviartus.

29. Tdestada, et jada {a, : n > 1}, kus

2
ap =3, Any1 = 222:"7
on kahanev.
30. Toestada, et jada {a, : n > 1}, kus a; = m > 0 ning kehtib seos a, 1| = a_ln +ay, on
tokestamata.

31. Arvutada piirviirtus

32. Arvutada piirvéartus

1im2"\/2—\/2+\/2+---+f2,

n—oo
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kus radikaal esineb n korda.
33. Arvutada piirvéartus

A::hm((nﬂ)"_ n! )

o0 nh—1 (n _ 1)n—2

34. Toestada vorratus

lim <n(n+ 1) —n—lnn) < 0,6.

n—oo
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Diferentsiaalarvutus

35. Konstrueerida funktsiooni y = x - arcsin(sinx) graafik.
36. Kujutada joonisel punktihulgad:

a) max(x,y,x+y)=1;

b) min{max(x,y),x+y} =1;

¢) min{max (|x[, |y), [x[+[y[ -1} = 2.
37. Kujutada joonisel punktide (x,y) hulk:

a) min (x—y,y+x2) > max (y,y—x2 +2);

b) max (x,y) > max (x+y,x—y);

¢) max (x,xyz) > max (y, xzy).

38. Olgu antud mittekonstantne perioodiline funktsioon f : R — R. Tdestada, et leidub
niisugune reaalarv K > 0, mille puhul funktsiooni iga periood T # 0 rahuldab vorratust
IT| > K.

1
39. Toestada, et lim x - {—J =1.
x—0 X

Ulesandeis leida piirvéértused.

40.
. 1 1\"
lim <ex—1>x—|—— .
X—00 X
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41.
1
1 Y
lim M'
x—0 X
42.
Vinx+{/(2)* =2
lim - ; .
x—e sinx — sine
43.
. 1 —cosxcos2xcos3x
lim .
x—0 1 —cosx
44.
. 1—cosxvcos2x
lim — .
x—0 sSIn-x
45.

i VX+2—v6+x

=2 3x—5-—1
46. On teada, et

1+ ) =

Leida lim f(x).

X—a

47. Funktsioon f on diferentseeruv punktis xo. Leida piirvéartus

lim (;f (Xo T é) - nf(xO)) .

48. Arvutada funktsiooni

1 —TT;_ cos® kx
fx) = -

2
piirviartus protsessis x — 0 (ax € Q, k= 1,...,n).

X

49. Toestada, et Dirichlet’ funktsioon

D(x) 1, kui x on ratsionaalarv,
X) = . . .
0, kui x on irratsionaalarv,
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on esitatav kujul

D(x) = lim (hm cos” (nm!x)) .

nm-—o0 n—oo

2x) —
50. On teada, et lim M = (. Toestada, et lim @ =0.
x—0 X x—0 X
51. Toestada vorratus:
X3
sinx>x—z, kui x > 0.
52. P(x) on erinevate reaalarvuliste nullkohtadega x|, x3, ... ,x, poliinoom. Téestada, et

kehtib vordus
P’ (x;)

1-221 e =0.

53. Tdestada, et kui funktsioon f : (a,o0) — R (a > 0) on diferentseeruv kdikide x > a
korral ning

lim f'(x) =0,
X—00

siis
tim £ — o,
X—0 X

54. Funktsioon f : R — R™ on subaditiivn hulgal R ning jada {x, : n > 1} on niisu-
gune, et

lim Y ) ),
n—eo \ = 1 —|—f(x,~)
Toestada vordus

S (X xi)

lim ——=——"—-=0

n—ee 1+ f (X7 xi)
55. Funktsioon f : R — R on diferentseeruv iga x € R puhul ning

lim@: lim @:0.
X—oo X X——o0 X

'Reaalmuutuja funktsioon f on subaditiivne hulgal R C R, kui f(x+y) < f(x) + f(), Vx,y € R.
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Toestada, et funktsioon

_ (@), x#£0;

omab algfunktsiooni hulgal R.

56. Funktsioon f on pidev 1digul [a,b]. Tdestada, et siis funktsioon |f| on samuti pidev
16igul [a,b].

57. Funktsioon f : R — R on hulgal R subaditiivne ja f(0) = 0. Toestada, et kui funkt-
sioon f on pidev punktis x = 0, siis ta on pidev ka kogu hulgal R (vt. iilesanne [54).

58. Vahemikus (0, 1) on defineeritud funktsioo

1 kuixeQ,x= §, kus § on taandumatu murd,

0 ={ g

0, kuixel.

Tdestada, et f(x) on pidev koikides irratsionaalsetes punktides ja katkev koikides rat-
sionaalsetes punktides.

59. Uurida funktsiooni

pidevust ja diferentseeruvust.

60. Uurida funktsiooni

y = lim (xarctan (ncotx))

Nn—oo
pidevust.

61. Funktsiooni f : R — R kohta on teada, et

[f () =FOI < VIx—yl

mis tahes x,y € R korral. Toestada, et leidub u € R™ nii, et |x| < u korral kehtib vorratus

f()] < u.

62. Funktsioon f : R — R on pidev ja kahanev ning on olemas piirvéértused lim f(x) =
X—00

lim f(x). Toestada viide: iga d > 0 korral leiduvad reaalarvud x; ja x; nii, et x; —x; =
X——o0

dja f(x1) = f(x2).
1

63. Funktsioon f: [0, 1] — R on n korda diferentseeruv 16igul [0, 1] ning arvud £(0), f (—

°I — irratsionaalarvude hulk

)



PEATUKK 2. DIFERENTSIAALARVUTUS 13

2
f (—), cof <E> moodustavad aritmeetilise jada, kusjuures n € N\ {1}. Tdestada, et
n n

eksisteerib @ € (0, 1) nii, et £ (8) = 0.
64. Funktsioon f: [0, 1] — R on pidev 16igul [0, 1] ning diferentseeruv vahemikus (0, 1),
kusjuures f(0) = f(1) = 0. On teada, et mingi xo € (0, 1) puhul kehtib vordus f(xp) = 1.
Toestada, et leidub ¢ € (0,1), mille puhul | f/(c)| > 2.
65. Funktsioon f : [0,2] — R™ on diferentseeruv 1&igul [0,2], £(0) = 0 ning f(x) > 0,
Vx € (0,2). Toestada, et 16igul [0, 2] leidub punkt ¢, mille puhul
f(c
re =19

11—

66. Olgu 0 € K C R ning funktsioon f : K — R on diferentseeruv punktis x = 0. Toes-
tada, et funktsioon g(x) = f(|x|), x € K, on diferentseeruv punktis x = 0 parajasti siis,
kui f/(0) = 0.

67. On antud funktsioon f : R — R ning g(x) = | x| f(x), Vx € R. Tdestada, et f(x) on
pidev punktis n € Z parajasti siis, kui g(x) on pidev punktis n ning f(n) = 0.

68. On antud funktsioon f : R — R ning g(x) = |x] f(x), Vx € R. Toestada, et f(x) on
diferentseeruv punktis n € Z parajasti siis, kui g(x) on diferentseeruv punktis n ning

f'(n)=0.
69. Olgu f(x) reaalarvuliste nullkohtadega xi,xz,...,x, taandatud n-astme poliinoom.
Eksisteerib M > 0 nii, et x; < M (i = 1,...,n). Niidata, et suvalise kahe funktsiooni
u,v: R — R jaoks kehtib tingimus

u(x) f'(x) > nv(x) £ (x),

kui iga x > M korral funktsioonid u ja v rahuldavad vorratust

u(x) >v(x) (x—x;), i=1,...,n.

70. Tdestada, et kui mittelineaarne funktsioon f : [a,b] — R on 15igul [a, b] diferentsee-
ruv, siis leidub punkt ¢ € (a,b), mille puhul

f(b)—fla)

| <]

71. funktsioon f : R — R on hulgal R diferentseeruv, iilaltl tdkestatud. Toestada, et kui
£’ hulgal R kasvab, siis funktsioon f on hulgal R konstantne.

72. Olgu o > 1 korral defineeritud funktsioon

x|%sinl, x#0,

f“%:{o, x=0.
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Tdestada, et eksisteerib f'(0) ning f'(0) = 0.

73. Toestada, et hulgal R ei leidu diferentseeruvat funktsiooni f : R — R, mille puhul
kehtiksid jargmised vordused:

D f(1)=1
2) fA(14x)=f*(1—x)+x,VxeR.

74. Funktsioon f : R — R on pidev, kusjuures

f(x—l—%) = f(x), Vx eR, VneN.

Tdestada, et f on konstantne hulgal R.

75. Funktsioon f : [—1,1] — R on diferentseeruv 16igul [—1, 1], kusjuures

a) f(0)=0;

!
b) eksisteerib lim 7.
x—0 X
¢) lim f/(x) = 0.
x—0

Toestada, et leidub ¢ € (—1,1) \ {0}, mille puhul
fle)

)+ (-10)+E2 = f(o)

o

76. Funktsioon f : [a,b] — R, 0 < a < b, on diferentseeruv vahemikus (a,b) ja pidev
punktides x = a ja x = b. Tdestada, et kui leidub ¢ € (a,b), mille puhul kehtib vordus

af(b)—bf(a)

P~ fo)—ef'(e).

77. Olgu antud funktsioon f : R — R, mis iga x; ja x; korral rahuldab vorratust

V() = f(x)] < v —xa.

Toestada, et funktsioon f(x) on konstantne hulgal R.

78. Funktsioon f: [—1,1] — R on diferentseeruv paarisfunktsioon 1digul [—1, 1]. Leida
£10).
79. Tdestada, et iga 16igul [a,b] pideva funktsiooni f : [a,b] — R korral leidub punkt
¢ € (a,b), mille puhul
a+b—2c
M= = ae—b
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80. Olgu y = f(x) selline 16igul [a,b] pidev funktsioon, et f(a) = f(b) ning olgu ¥ =
[m, M| funktsiooni viirtuste hulk. Toestada, et funktsioon y = f(x) omandab iga véir-
tuse p € (m, M) vihemalt kahes punktis.

81. Olgu funktsioon y = f(x) pidev 1digul [0, 1] ning f(0) = f(1) = 0. Tdestada, et
vorrandil

fx+a)—=f(x)=0

1
leidub lahend iga a = — korral, kus n € N.
n

82. Olgu y = f(x) selline vahemikus (a,b) C R pidev funktsioon, et lim+ f(x) = +oo
X—a
ja lirgl f(x) = —o0 (VO —oo ja +o0). Thestada, et funktsioon y = f(x) omandab iga
x—b—
védrtuse p € R.

83. Olgu y = f(x) jay = g(x) sellised 16igul [a, b] pidevad funktsioonid, et f(a) > g(a)
ja f(b) < g(b). Toestada, et leidub selline punkt ¢ € (a,b), mille puhul f(c) = g(c).

84. On antud funktsioon
" sin (x — o)
fx) =Y i—zl,
i=1
kus ; (i =1,...,n) on konstandid. Toestada, et kui f(a) = f(b) =0, siis
a—b=knm, ke Z.

85. Funktsioon f : (a,b) — R on vahemikus (a,b) kaks korda diferentseeruv, kusjuures
f'(a) = f'(b) = 0. Tdestada, et leidub ¢ € (a,b), mille puhul

7O G=ap a>2|f<> fla)l.

86. Toestada vorratus

7> 1+xInx.

87. Leida niisugune kaks korda x ja y suhtes diferentseeruv funktsioon
f:R?*—R?

et

flx+y)- flx—y) = £2(x) — ().
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88. Leida koik diferentseeruvad funktsioonid f : R™ — R nii, et f(x) — f(y)
2
+
S (M) ,Vx,y e RT.

89. Toestada, et pidev funktsioon f : R — R, mis rahuldab tingimust

F() = fFO) < =y
suvaliste x,y € R ja mingi & > 1 korral, on konstantne.

90. Leida koik diferentseeruvad funktsioonid, mille jaoks kehtib vordus

JE+f)=fx+y), VryeR
puhul.
91. Funktsioon f : R — R rahuldab tingimusi:

D fx+y)=e€fy)+ef(x),Vx,y € R;

2) f on diferentseeruv hulgal R;
3) f1(0)=1.
Toestada, et
fl(x)— flx) = ¢, VxeR.
92. Leida vihim positiivne arv « nii, et x > 0 puhul kehtiks vOrratus

14+x% < e™.

Ulesandeis toestada vOrratus.

93.
x(1+2cosx) < sinx(2+ cosx), Vxe [O, g] :
94.
< R R >0
e— - x> 0.
2x+2 X 2x+1’
05.
be*“x—ae*bx<b—a, kusO0<a<b,x<O0.
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96.

<\/T§’ VxeR.

sinx
X
24 cosx

97. Vordhaarse kolmnurga aluse pikkus on a ja alusnurga poolitaja pikkus on c. Toesta-
da vorratused

V2 a
- < =

<3
2 c 2

98. Funktsioonil f : R — R on punktis xop miinimum. Tdestada voi liikata timber lause:
f kasvab monotoonselt vahemikus (xp,xo + €) ning kahaneb monotoonselt vahemikus
(xo — €,x0), kus € > 0 on suvaline etteantud arv.

99. Toestada vOrratus

a n b n c
b+c+1 a+c+1 a+b+1

kui 0 < a,b,c < 1. (USA matemaatika oliimpiaad, 1980.)
100. Uurida funktsiooni

x2

x" —X
y=\(1l4+x+—4+---+— e
2! n!

ekstreemumeid.

+(1—a)(1-b)(1—c) <1,

101. Leida funktsiooni

X 2

u==x+ Z = 4+ =

i Xi—1  Xn
(x;>0,i=1,...,n) ekstreemumeid.

102. Vorratuste siisteemi

3x+2y > 12,
x—y<6,
0<y<4,
x>0

lahendite hulgal leida punkt, milles funktsiooni

fl,y) =9(x—2)>+4(y—1)
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vadartus on minimaalne.

103. Leida

1 1
max - .
x,yeN(1+X+y (X+1)(y+1))
104. a, B ja y on mitteniirinurkse kolmnurga sisenurgad. Toestada, et

3
1 <sina+sinf +siny—coso —cosf —cosy < > <\/§—1>.

105. Toestada, et igas kolmnurgas kehtivad vorratused:

3V3

a) sino+sinf +siny < —
e p 27 _ 9
b) 2 2 2= L <z,
) 2 < cos2 +cos 2—kcos S ST
. . P . . 9
¢) sinasinf +sinfBsiny+sinasiny < T

106. Olgu E tokestatud modtuv kujund tasandil. Toestada, et leidub sirge, mis jaotab
kujundi E kaheks pindvordseks osaks.

107. Olgu E tdkestatud maotuv kujund tasandil ja P mingi punkt samal tasandil (P ¢ E).
Toestada, et leidub punkti P ldbiv sirge, mis jaotab kujundi E kaheks pindvordseks
osaks.



Peatiikk 3

Integraalarvutus

108. Leida pidev funktsioon f : R™ — R nii, et kehtiks vordus
X
/ FO)di =xf(x), x>0
0

109. Leida piirvéirtus

lim {’/(nz—i— 12). (n2—|—22)...(n2—}—n2)‘

n—oo n2

110. Toestada kahekordne vorratus
3}’1
n+1

1
</ (x2+x-l—1)n dx <3".
0

111. Olgu f: [a,b] — R 1digul [a,b] pidev funktsioon. Tdestada, et siis leidub punkt
¢ € (a,b), mille puhul

o

(vt. tilesanne [79)).
112. Funktsioon f : [a,b] — [a, D] on siirjektiivne ja diferentseeruv 16igul [a,b]. Toesta-

da, et leiduvad punktid x; € [a,b] (i = 1,2,3,4) nii, et kehtib vordus

/abf(x) dx = f(x))f (x2) (x3 — x4) .

19
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(Funktsioon f : [a,b] — [a,b] on siirjektiivne, kui funktsiooni igale viirtusele 15igul
[a,b] vastab vihemalt iiks argumendi vidértus samal 16igul.)

113. Tdestada, et iga x € [0, 1] puhul kehtib vorratus:

1 2

2 2
e —/ e dt| < \/j
0 e

1 . .
114. Leida piirvédrtus lim — Z cos - cos L.
n—oeo pn

I<i<j<n b7

115. Funktsioonide Fy,F>,...,F, : [0,a] — R kohta on teada, et:

1) F; on pidev ja kasvav 16igul [0,a], a > 0;

2) Fpi1(x) :/0 Fo(f)dt,¥n € NjaVx € [0,d].

Toestada, et

n

X
Fani(x) 2 SR(0),  YneN.

116. Toestada kahekordne vorratus
1 1 2
-< Y dx < =
e /o ¢ 4

117. Funktsioon f : [0,1] — R on 15igul [0, 1] kasvav ja pidev. Tdestada, et iga n € N,
n > 1 puhul kehtib vorratus

n/o1 V() dx < f(1) = f(0) +n—1.

118. Funktsioon f : R — R on pidev. Iga x € R puhul on defineeritud funktsioon

%) /0 ") dr

Toestada, et kui g(x) on kahaneyv, siis f(x) =0, Vx € R.
119. Toestada, et n € N korral kehtib vordus:

n ka n 25

Z 2k+1 _£112s+1'
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120. Funktsioon f : [0,1] — R on kaks korda diferentseeruv ja pidev 16igul [0, 1]. Toes-
tada, et leidub ¢ € (0, 1), mille puhul kehtib vordus

! B f1(1)  f(c)
/0 fdx= (1) -2+ L8

121. Funktsioon f : [a,b] — R on vahemikus (a,b) kaks korda diferentseeruv, f(a) =
f(b) =0ning f(x) > 0,Vx € (a,b).

1. Tdestada, et leiduvad ¢ < ¢, ¢1,¢; € (a,b), mille puhul

e = fle) > asa = max /()

2. Teades, et eksisteerib

Pl
| e

toestada vOrratus

b1 ()]
/a 70 dx > b a

122. Hulgal R on médratud hulkliikmed P(x) ja Q(x), mis x koikide positiivsete viir-
tuste korral on positiivsed. Toestada, et eksisteerib piirvddrtus

.1~ P(1)
Iim — | In—=dt 1
o /0 "o P

ja leida see.
123. Funktsioon f : [a,b] — R omab pidevat tuletist hulgal [a,b], kusjuures

f'(x)=flla+b—x), Vx € [a,b].
Toestada, et

1P _ fla)+f(b)
b—a/a f(x)dx —

124. Funktsioon f : [0, 1] — R on pidev 15igul [0, 1] ning

/Olf(x)dx: %
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Toestada, et leidub ¢ € (0, 1), mille puhul

1
14c¢

125. Jada {a,, : n > 1} on defineeritud seosega

an 2
an+1 = A ¢ dx, a =1,

kus ¢ > 0, ¢ # 1. Méérata need ¢ véirtused, mille puhul jada koondub ja leida selle jada
piirvéirtus.

126. On antud positiivsete liikkmetega kasvav jada {a, : n > 1}, kusjuures

. An+1 _xk
lim Z dx=a
n— Ja, 1 +Xx

ning k > 1. Tdestada, et koondub jada {b, : n > 1}, kus b, := bn ja leida selle jada
n

piirvéirtus.

127. Funktsioon f : R — R on pidev ja paaritu. Tdestada, et iga reaalarvu xq # 0 korral

leiduvad reaalarvud x| ja xp, |x1| < |xo|, [x2| < |xo0|, X1 < x nii, et

flx) =

”

X1

X1 — |x0|'

128. Funktsioon f : [a —r,a+ r] — R on pidev hulgal [@a — r,a + r| ning Vx, |x| < r,
o, 3,7 > 0 puhul kehtib vordus a f(a+x)+ B f(a —x) = v. Niidata, et siis kehtivad ka
vordused:

a-t+r
1) /G_r f(x)dx= Oi:/Br, o+ p #0;

o  Ja

129. Funktsioon f: R™ — R™ on pidev 16igul [0, — a] (a < b). Leida integraal

dx.

/b flx—a)

a flx—a)+f(b—x)
130. Funktsioon f : R — R on paaritu ja perioodiline (perioodiga 7 # 0) ning omab
pidevat tuletist. Arvutada integraal

[ xf'(x)
I—/O —1—|—f2(x)dx'
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131. Funktsioon f : R — R on paaritu, hulgal R diferentseeruv perioodiline funktsioon
(perioodiga T' # 0). Tdestada, et

2T
/0 xf2(x)f (x)dx = 0.

132. Funktsioonid f,F : [0,a] — R on defineeritud 15igul [0, a], kusjuures f on sellel
16igul pidev ja kasvav;

F(x) = /Oxf(t)dt, Vxe[0,a],a> 0.

a 2
Tdestada, et / F(t)dt > %f(O).
0
133. Leida diferentseeruv funktsioon f : R — R, mille puhul

X
x):x2+/ e 'flx—1)dt, VxeR.
0

134. Funktsioon f : [a,b] — R on pidev 15igul [a,b]. Toestada vorratus

(/abf(x)dx)z <(b-a) /abfz(X)dx, a<b.

135. Toestada, et iga n € N puhul kehtib vorratus

2 )
(n!)? < 'z tne ds

136. Toestada, et iga pideva funktsiooni f : [0, 1] — R korral leiduvad arvud x; € [0, 1],

2
i=1,...,n,mille puhul x; —x;—_; < —ja
n
1 2 1x 5
(f rwar) <13 e,
0 i3

137. Funktsioon f : R™ — R on pidev hulgal R" ning leidub a € R, mille puhul

a/oxf2(t)dr < (/Oxf(t)dt>2.

Toestada, et f(x) =0, Vx € RT.
138. Funktsioon f : [a,b] — R™ on I8igul [a, b] pidev. Toestada, et

lim \/ / =M,
n—oo
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kus M = max |f(x)].

a<x<b

139. Arvutada integraal

I:://|x+y| dxdy,
D

kus D = [0,2] x [0,2].
140. Leida joonega (x + 2y —5)* + (2x+y+3)? = 25 piiratud kujundi pindala.
141. Leida joontega

y=—, y=—, y = 4x, y="9%

piiratud kujundi pindala.
142. Funktsioon f : [0,1] — R on pidev 1igul [0, 1]. Tdestada vordus

/01 dx/xl dy /yxf(X)f(y)f(Z) drdydz = ( / 1 f(t)dt> y
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Diferentsiaalvorrandid ja read

143. Toestada, et kui y; ja y, rahuldavad vorrandit
Y +Py=0,

kus P ja Q on ithe muutuja x funktsioonid, siis

Q
Y2 = y1 +ay exp (—/y—ldx ,

kus a on suvaline konstant.

144. Maérata funktsioon y € C? nii, et oleks tdidetud tingimus

y(x) = 1+7L/0x(t—x)y(t)dt,

kus A on konstant.
2

145. Vorrandi d—)zi = f(x,y) esimene integraal on
X

dy

E = (p(x,y, C)'

Tdestada, et sel juhul vorrandi iildintegraal omab kuju

X0
—(dy—@dx)=A
/ac( Yy — @dx) = A,
kus A on konstant.

146. Lahendada vorrand

y cosy = x —siny.

25
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147. Leida kaks korda diferentseeruv funktsioon y (y # 0), mis rahuldab vérdust yy” —
2

w = ()"

148. Lahendada vorrand

/O" <(y;(xr))2+y2(xf)) dr = y*(x),

kus y on koikjal diferentseeruv.

149. Tdestada, et kui y; ja y, on homogeense lineaarse teist jarku diferentsiaalvorrandi
Y+ p1(x)y + pa(x)y =0

lineaarselt s6ltumatud erilahendid, siis

_ W(x)
P = ")
ja
o) = 2L W)

yiooyi W)’

kus W (x) on Wronski determinant

W =| 3 %

(o]

1
150. Toestada, et rida Z ——> k > 2, koondub ja leida selle rea summa.
n=1 "k+n

151. Toestada, et iga n € N korral

le] —1
&EN.

n

| n
152. Toestada vOrratus -< ﬂ\/g .
i—1 !

153. Toestada, et kui koondub rida Z a%, siis koondub ka rida Z
n=1 n=1

|an|
-

154.Rida ) ay,, a, > 0, hajub. Toestada, et iga @ € (0, 1) korral hajub ka rida Z ar.

n=1 n=1
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Ulesandeis uurida antud rea koonduvust.
155.

156.
i 7
621 4.3
157.

i N+2!4---+n!
(2n)! '

n=1

158.

159.
i —r
ST+ dx

160.

i sin (71:\/ n? +k2> .

n=1
161. Arendada funktsioonid

a) y = arcsin (sinx);

b) y = arctan (tanx)

Fourier’ ritta.

27
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Segaiilesanded

162. Esitada koordinaattasandil punktihulk

K ={(x,y) : max(|x],[y[) <2, x| +[y[ > 1}.

163. On antud funktsioon

) 3+x, x<0,
f<">_{3—x, x> 0.

Leida funktsioon f(f(x)) ning konstrueerida selle graafik.

164. Konstrueerida funktsioonide graafikud:

1) y=|x|sgnx;
2) y=sgnsgn...sgnx;
—_——
k

3) X +3xy+y° =1

165. Konstrueerida funktsiooni

) 1
y = min M;m

graafik.

166. Konstrueerida funktsiooni

- 0, kuix<O0,
y= maxo<i<x (t — %), kuix>0,

28
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graafik. Leida vorrandi

3 3
4 t—12) =x*—Zx+=
max (1 —17) =2 —Zx+7

lahendid.

167. Konstrueerida funktsiooni

n —n

x>0,neN,

f(x) = lim

n—oo xM _|_ xn ’
graafik.

168. Konstrueerida funktsiooni

X" [sin 7wx| 4+ x~" |cos x|

f(x) = lim

n—oo x" + xn

graafik vahemikus (0,2] ning arvutada selle graafiku ja x-telje 16iguga piiratud kujundi
pindala.

169. Milliste n € N viirtuste korral funktsiooni

sinnx

fx) =

i X
sin
periood on 377

170. On antud funktsioonid

sinzx, kuix <0,

f(x):{ flx=1)+1, kuix>0
ja

(x) = COS TTX, kuix<%,
8= glx—1)+1, kuix>

Lahendada vorrand

171. Teades, et lim f(x) = 1 ja lim g(x) = oo, tdestada vordus
X—a X—a

lim f(x)8®) = eliMag@)(/(x)-1),

X—a
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Ulesandeis leida piirvédrtus.

172.
X X\ @
1. <1 - . _) Cosx )
an% —|—cos2 sm2
173.
N\
lim <2c:os2 —) greossmx
x—Z 2
174.
lim XCOSX — sinxv neN.
x—0 X"

175. Olgu antud jada {a, : n > 1}, kusjuures
an =nay_1+(—1)", a; € N.
Toestada, et a, jagub (n—1)-ga, kui n > 2.
176. On antud kaks jada {a,, : n > 1} ja {b, : n > 1}, kusjuures
b, =a,+2a,_.
Jada {b, : n > 1} koondub. Kas koondub siis ka jada {a, : n > 1}?

177. Olgu ay,ay,...,an,... positiivsete reaalarvude jada, kusjuures iga n € N korral

kehtib vorratus a,zl < a, —apy4. Toestada, et a, < — iga n € N korral.
n

178. On antud jadad {a, : n > 1} ja {b, : n > 1}, kusjuures

Anil = an+/az+1, a; =1

ja
=2
Tdestada, et jada {b, : n > 1} koondub.

by

179. Jada {a, : n > 0} on defineeritud seosega

an++/az+4"
2 9

apt1 = ap=1.
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Toestada, et jada {a, : n > 0} koondub.

180. Jada {a,, : n > 1} on defineeritud seosega:

a a 1
%H=§+wf+;; a;=1.
n

Tdestada, et jada {a, : n > 1} hajub ning a;ep0o < 40.
181. On antud kaks jada {a,, : n > 0} ja {b, : n > 1}, kusjuures

b, =2a,+a,_ ning r}glolo b, =b.

b
Toestada, et lim a,, = 3

n—oo

2

182. Jada {x, : n > 1} on defineeritud seosega x, 11 = x, + (x, — )", x; = 0. Milliste ¢

vidrtuste korral jada koondub?

183. Jada {a, : n > 1} on defineeritud seosega a,,| = a> —2, a; = a. Milliste a viir-
tuste korral jada koondub?

184. Leida y(IOl), kuiy = xx.
185. Arvutada f'(0), kui f(x) =x(x—1)(x—2)...(x—n),n €N,
186. On antud funktsioonid

/0, kuixe@,
fl(x)_{x, kuix €l
ja
[ 0, kuixeQ,
fax) _{ x%, kuixel

(Q tahistab ratsionaalarvude hulka, I — irratsionaalarvude hulka). Kumb neist funktsioo-
nidest omab tuletist punktis x = 0?

187. Toestada, et vorrandil
in(x— o
sin (.x4 ) o
sin” x
T
on iiks ja ainult iiks lahend vahemikus (0, ) tingimusel tan o > 0,75 (@ € <O, 5)) ning
m > 0.

188. Leida koik diferentseeruvad funktsioonid f nii, et kehtiks vordus

fx+y)=fx)f0»), YxyeR
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189. Leida koik diferentseeruvad funktsioonid f nii, et kehtib vordus f(x+y) = f(x)+
f)+xy, f(1)=1,Vx,y e R.

190. Leida koik a vdirtused, mille puhul funktsioonil
f(x) = (a*—3a+2) cosg +(a—1)x+sinl

ei ole kriitilisi punkte.

191. Leida koikjal positiivne diferentseeruv funktsioon f nii, et kui arvud a,b,c € R
moodustavad aritmeetilise jada, siis arvud f(a), f(b) ja f(c) moodustavad geomeetrilise
jada.

192. Lahendada vorrand

1987 — 1986" = 3973.

193. Lahendada vorratused

1) < 5x+ 6;

2) X 4x>x0+1.
194. Toestada vorratused

1 2
D2t <.
) X°<x +6(x>3),

2x
2) In(1 > 0);
) In( +x)>2+x (x>=0)

2
3) 4/x>5-=(x>1)
X
4) 2sinx —tanx < x (x > 0);
5) sinx+tanx > 2x (0 <x < g);

2x—cosx<x2—1()c> 1);

1
6) Esin
: 3 T
7) 6sinx+tanx > Tx—x" (0 <x < E);

8) X’ +y° +2° = 3xyz (x,y,z > 0).
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195. Paigutada kasvamise jdrjekorras arvud

1) c0s200; 14 cos201;
2) er;
3) 100""; 101'%;
V3
4 (v2)". (v

5) 3tan2°; 2tan3°; 4tan1°; tan4°.

)

)\ﬁ

196. On teada, et
X1+xp4+--+x, =n, xieR, i=1,...,n.

Toestada vorratus (1+¢™) (1+¢€%2)...(1+€") > (1+e)".

197. Vordhaarse kolmnurga iimberringjoone raadius on R. Leida selle kolmnurga haa-
rale joonestatud korguse maksimaalne pikkus. Missugune on sel juhul kolmnurga tipu-
nurk?

198. Tetraeedri kaks vastasserva on pikkusega x, iilejdinud servade pikkused on 1. Mil-
lise x védrtuse korral on tetraeedri ruumala suurim?

199. Leida funktsiooni f(x,y) = Y Viihim véirtus, kui x ja y rahuldavad vorrandit v/ x — 1+
x
y—1=1.
200. Leida funktsiooni

(x—2)>+4

f(x): 2+4

suurim ja vihim véirtus.

Ulesandeis tOestada vorratused.
201.

1/ = il 1
: (63 _ 1) < /O” Q21X g Sn2.

202.

1 1. 1
5 </0 xeSE gy < E(e—l).
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203.
/072I MSinxdx < ﬂ
204.
/1 xdx <In2.
0 COSX
205.

I arctanx 8
- dx > —.
0 sinx 9

206. Arvutada

T sinx

—sin“x
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Lahendused

1. Kasutame Stirlingi valemit:

6
n!:n"\/Znn-exp(—n—l— "), 0<6,<1

12n

ja asjaolu, et

lim /n = 1.
n—oo
Saame:
1 1
oy (-1 8)
lim —— = lim = -,
n—oe n n—oo n e

2. Kasutame vorratust n(n+2) < (n+1)?. Saame:
) 2n+1)*(2n+3)...(4n+1)?

" (2n)? (2n+2)*...(4n)*
(2n+1)(2n+2)*(2n+4)%...(4n)* (4n+1)

(2n)* (2n+2)*... (4n)?

~ (2n+2)(4n+1)
@n?
2 2 2 2
2 > (2n+1)"(2n+3)"...(4n+1)"  (4n+1)
" 2n(2n+1)%...(4n—1)*4n 2n-4n
Jarelikult
(4n+1)> 2o @nt)@En+1)
2n-4n " (2n)? '

35
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dn+1)° 2n+1)(4n+1
Bt lim D _ g i g B2 DGt 1)

=2, siis

lima’?=2 = lima,=V2.

n—o0 n—oo

3. I. Algul oletame, et g on 10plik. Siis iga € > 0 korral leidub k£ € R nii, et n > k puhul
g—E€< a1 <gte, g—e<apr<g+e, e g—€<a,<g+eE.

Liites litkmeti need n — k vOrratust, saame:

n—k
(g—&)(n—k) < Y aryj < (g+¢&)(n—k)
j=1
ehk

n—k ag+--+a n—k
n n n

(g—¢€)- 6.1)

Kuid on ilmne, et

.art+--+a
lim ——— =

n—oo n

0,

st. leidub k; € R nii, et n > kj puhul

_e < a -tk <e€. 6.2)
n

Olgu max (k,k;) := r. Siis n > r puhul kehtivad vorratused (6.1)) ja (6.2)), mistdttu neid
vorratusi voib liikmeti liita:

n—k ai+---+a n—k
(g—¢€)- —8<¥<(g+£)~ +e.
Et Iim nTE 1, siis kiillalt suurte » vairtuste korral
n—oo n
g—3e< aﬁ—-nﬁ < g+3e.

Siit jdreldubki, et

ayttay
lim ="

n—oo n

II. Olgu g = oo. Siis antud arvu S > 0 korral leidub £ nii, et

Skl > S, Sy > S,
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Seega n > k puhul az 1 +---+a, > S(n—k) ehk

Qgy1+--+a n—k
k+1 n> )
n n

S.

Suurte n védrtuste puhul aga

S
atocta S
n 2

Siis

2 n’

a1—|—~--—|—an>n—k'5 § S kS
n n 2

k1 kS S
Kui 7 on killalt suur, vOoime votta Z >6,st. — < —.Siis — < 3 ja seega
n n

6
ait-ta S S_S
n 2 6 3
Siit jareldubki, et
. art---+ay

lim ——— =

n—oo n
Analoogselt voime ndidata lause digsust, kui g = —oo.

N . (-1 41 ,

Mirkus. Poordlause ei kehti. Toepoolest, jada s : n > 1 ; hajub vaatamata

.. 1

sellele, et jada {u nz 1} koondub arvuks > (miks?).
n

4. Vaatleme jada {C, : n > 1}, kusjuures

C _{ ap—ap_1, n=2,
n= _
ai, n=1.

[lmselt lim C, = g ning

C1+C2+"'+Cn_a1+(a2_a1)+"'+(an_an—1) ap

n n

Ulesande 3] kohaselt

. ap
lim — =g.
n—oo n
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5. Vaatleme jada {y, : n > 1}, kus 9, = loga,. Logaritmfunktsiooni pidevusest

lim 7, = lim (loga,) = log lim a, = logg.
n—oo n—oo

n—oo

Tlmselt
1
loghu=—(n+r%++h).
Ulesande L'_ﬁl kohaselt

lim log 3, = logg
n—oo

ehk

log (lim B,) = logg
ehk

lim B, = g.

. . . a .. . ~ ~
Mirkus 1. Kui a, > 0 ning lim ntl g, siis ka lim /a, = g. Téepoolest, vottes
n—oo ai’l n—oo
an
dn = An—1” " > 27
a;, n=1,
saame

Bp=+/d-d>...dy = Vay,.
Et lim d, = g, siis ka lim {/a, = g.
n—oo n—oo

Tdestatust ei jareldu sugugi, et kui leidub piirvddrtus lim /a,, siis on olemas ka piir-
n—oo

vaartus
lim 21,
n—oo an
. I 111 . . .. Opg
Niiteks jada 1,1, =, =, —, —, ... puhul lim /a, on olemas (leidke see!), samal ajal lim
2'2°4°4 n—oo n—e

puudub.

Ridade teooriast on teada kaks arvridade koonduvuse piisavat tunnust: D’ Alembert’i
tunnus ja Cauchy’ tunnus. Kumb neist on tugevam?
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1
Miirkus 2. Votame markuses 1 a,, = n. Et lim nt =1, siis peab olema ka lim Vn=1.

n—eo N n—oo

Mirkus 3. Kasutades piirviirtust lim +/n = 1, on kerge niidata, et
n—oo

limva=1 (a>0).

n—o0

Todepoolest, kui a > 1, siis voib kirjutada

1

—<a<n

n
ehk

W1

\/;< Va < /n,
millest

lim /a=1, kuna lim /n=1.

n—oo n—oo

Kui 0 < a < 1, siis tdhistame

1
a:=—, kusp>1.
p

1 1
11 It Iim /a = li =—-=1.
mse ngln}o\/a nglgo\yyﬁ 1

6. On ilmne, et lause [a)] on viir. Niiteks olgu

a, = Inn, n>2, neN.

n—oo n—oo n—oo

1 n
Siis lim n[ln(n+1) —Inn] = lim In (1 + —) =1Ine = 1, kuid lim a, ei eksisteeri.
n

Lause [b){on samuti vir. Niiteks votame a, = (—1)""!. On ilmne, et

I—14+1—-1+...4+(=1)"
lim + +o 4 (=] -0,
n—oo n

kuid lim a, ei eksisteeri.

n—oo

Téhistame: ¢, = n(a,+1 — a,). Kui|(Al) on tdene, siis ¢, — a, kui n — oo. Kui |(A2)

on toene, siis

. o artary+...+ay
lim

Nn—o0 n

=b.
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Kuid
citet... e a—ar+2a—a)+...+n(ap 1 —ay)
n n
nanpy1 —(ay+ay+...+ap)
— p —
a+ay+...+ay
= d4p+1— .
n
Et lim ! tart...tan b, siis lim a, = a+ b ning lauseon toene.
n—oo n n—oo

2 2 2
7. llmselt a,, > = — An

. On selge, et a, # 1.

_ 2T 1=
2—au 2— an 1 —ay
Kui oleks a, = 1, siis a,+1 = 1= 2, mis ei ole voimalik. Niiiid
2—ay,

2—apo . 2- 1—ay,

Ant+q = =ay, Vn € N.

I —apo B | — 2=

Jada periood on seega 4.

8. Algul nditame, et a1 —ay > 0, st. jada kasvab monotoonselt. Téepoolest,

"il 2k+1 2_)": 2k+1 \* 2n+1)+1 2>0
=\ 2K+ 2k +1 SN2k +2k+1)  \2(n+1)2=2(n+1)+1 ‘

Jaab veel ndidata, et jada on iilalt tokestatud. Selleks ldhtume kergesti kontrollitavast
vorratusest

(a+b)*ab < (a* +b*)?,

kus a ja b on erinevad reaalarvud.

Saame:
(1+2)? _
(12—1—22)2 1-2
(2+3)? _
(22—1—32)2 2-3
1 2 1
(n4n+1?

(n2+ (n+1)2%)2 nn+1)
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Summeerides saame:

1

41

L NI N S (T U L [ (L
S T2 23 T Ty T U 2 27 3) 7T T arl) T

1
= 1- < 1.
n+1

Seega on iilesanne lahendatud: jada koondub.
9. Vaatleme a,, absoluutvairtust:
sink ‘ L |

< = b,.
n2+k kg‘lnz—kk "

n

’an‘ < Z

k=1

Ilmselt

1 1 1 1 1
.. <b, <
n2+n+n2+n+ + n " p2+1+n2+1+ +

TV
n liidetavat n liidetavat

n2 nz—l—l;

J/

Seega

)

n
nz+1

n?+n "

millest nidhtub, et

lim b, = 0.

n—oo

Jarelikult ka lim a,, = 0.

n—oo

38. Oletame, et viide on viir. Vaatleme funktsiooni f perioodide sellist jada {7, :

et lim 7,, = 0. Siis

n—oo

f(x+Tn) _f(x)
T,

0= Vx € R.

Jarelikult
o FOHT) = £ ()

n—oo Ti’l

=f'(x).
Niisiis, Vx € R f(x) = 0 ja seega f = const, mis on vastuolus eeldusega.

1 1 1 1
39. Vastavalt definitsioonile — — 1 < {—J <—Kuix>0,s1s1 —x<x {—J
X X X X

1 1
x<0,siis 1 <x {—J < 1 —x. Kerge on niha, et lim (I —x) < lim x| —
X x—0+ x—0+ X

< 1; kui

< 1 ehk
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1 1 1
lim x L—J = 1. Analoogselt 1 < lim x L—J < lim (1 —x)ehk lim x {—J = 1. Seega
x—0+ X x—0— X x—0— x—0— X

1
lim x {—J =1.
x—0 X

1
40. Tédhistame piirvddrtuse mirgi all oleva avaldise tihega y, votame ¢ := — ning loga-
X
ritmime. Saame:
In((e' — 1)1 +1)

Iny= .
Y t

Piirvaartuse

im In ((e’ —1) % —H)
t—0 t

3
leidmiseks tuleb neli korda kasutada I’Hospitali reeglit. Tulemusena saame: limIlny = 3

t—0

[\STiS8]

3
ehk logaritmfunktsiooni pidevuse tottu lim Iny = > millest limy =e

X—00 X— 00
41. Tdhistame: f(x) := (1 +x)% —e; g(x) :=x.
/ n(1+x) !
TN BT, (" =) =
x—0 g’(x) x—0
1
n(+y [ —5x—In(1+x)
= i ol G =

In(14x)

e (x—(x—zl—(l)lnl()l—i—x)) _
x—0 x“(x+

_ elimx—(x—i—l)ln(l—i—x) _ olim —In(1+x) _
x—0 xz(x—l—l) x—0 3x2+2x

I In(1+x) . 1 1
= —elim -lim =——e.
T x 3x+y2 . 2¢

42.

3 3/(x)2
Snx—1 2)7 241
A = 1m0 | fim (6) :
x—e SINX — S1Ine X—e SInx —Sine

. VInx—Ine+1-1 1 . J1+In3 -1
B = lim————— = lim R .
x—e 2sin ’% cos % 2cosex—e  sin ’%

=B+C.
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X 1. x 1 X 1 /x xX—e
1+ 1~ —int =1 (——1 1)~—<——1):
+ne 3ne 3n e + 3 \e 3e

X—e X—e
Y

2 2
(lim(x —e) = 0), siis
xX—e

Et

ja

sin

1 Cox—e 1 1

x—e

-lim
2cose x—e 3e 3ecose

2
AG —1—1+1 \/ x—l —1
C = lim _

x—e sinx — sine xﬂe 2s1n—cosx+e
2
G
— li .
20086361—% sin’%
x? 1 /x? 1 l(x2 ez) 2
Etdl— (S —1)—1~=(=—1]),siisC= lim 3 = . See-
(62 ) 3(62 ) oS 2cosexte 2. = Zecose’ -
gaA=B+C= .
ecose
43. Et
1 —cosxcos2xcos3x = 1—cosx- w =
1 1
= l—icoszx—icostOSSx:
1 1 1
= l—Ecoszx—Zcos4x—Zcos6x:
1(1 cos? )+1 cos4 1cos6
= —(1- xX)+=—= X — — X =
2 2 4 4
1 1 1
= 5(1—coszx)+1(1—cos4x)+z(1—cos6x):
1 1 1
= 5(l—coszx)+§sin22x+§sin23x,
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siis

.1 —cosxcos2xcos3x 1. (1—coszx)+sin22x+sin23x
lim = —lim =
x—0 1 —cosx 2 x—0 1 —cosx

1. 1—cos?x 1. sin? 2x

= —lim——— +-1lim
2x—01—cosx 2x—01—cosx
1 sin?3x
+-lim— =

2x—01—cosx
= 14.

44. Napundide: lugejas liita ja lahutada cosx.

3
Vastus: —.

2
45. Saame:

Var2-2  Yotx-2
A = lim —*=2 x—2
=2 A5l
x—2

Asendame x — 2 := z. Siis

Vitd—2  xi8-2 Vitl-l o J/§+1-1
A = lim —£ z =2lim z z
7—0 \4/ 3z4+1—1 7—0 \4/ 3z+1—-1
Z Z

o
Niiiid kasutame asjaolu, et v'1+a —1 ~ —, kui a — 0.
n

2
: . [ . R o 1
46. Kui f(x) > 0, s11sf(x)+m—f( )+f(x) ( f(x) f(x)) +22>2.

Punkti @ mingis punkteeritud iimbruses U (a) peab kehtima vorratus f(x) < 0. Umbru-

1 1 1
ses U(a) saame, et f(x)+m = f(x) T (1 —m> (f)+1) > fx)+ 1.

Niisiis, x € U(a) puhul

1
FI

)41 < 'f(X)+
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Eelduse pohjal leidub iga arvu € > O puhul punkti a niisugune punkteeritud timbrus
1
U(a), et x € U(a) puhul 'f(x) +ﬂ
X
vorratus | f(x) — (—1)| < €. Niisiis, lim f(x) = —1.
X—a

47. Vastavalt tuletise definitsioonile lim Sl +x) — f(x0)

x—0 X
vule € > 0 vastab punkti xp niisugune punkteeritud iimbrus U (xo), et x € U(xp) puhul

kehtib vorratus

J(xo+x) — f(x0)

X

< €. Seda enam siis x € U(a) puhul kehtib

= f'(xo). Igale etteantud ar-

— f'(x0)

<E&

ehk
| £ (x04x) — f(x0) —xf(x0)| < €]x].

1
Olgu timbruse U (xp) raadius 6. Vétame N nii, et N < 6. Siis n > N puhul kehtib vor-

1 k
ratus — < IN < S ningk < n puhul — < 0.
n-

Seepirast

n ' n

i_i‘if(xo-l—niz)—nfxo -y <y

i=1 i=1

< €Y 5=— = <
“nr n? 2 2n
Samal ajal
o RPN § nin+1) n+l

i=1

i

st. hm Zf X0 —2——f'(x0).

Ulaltoodust selgub niiiid, et
. & / l 1 /
fim (L (vt 5 ) st = fim Y50 = 550
i=1

1 —cos? nx

48. Kdigepealt leiame piirviirtuse lim 5

x—0 X
kus r ja s on iihistegurita tdisarvud.

:=A, kus p € Q. Téhistame p := !
s’
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Saame
.1 —+/cos"nx . 1l —cos'"nx 1
A = lim—————=Ilim 5 . - - =
x—0 x =0 X 1 ++/cosdnx+ ...+ Vcos6—14px
1. 1—cosnx 1 . 1—cosnx 1
= —hm—2 = —llm—2 . (1 +cosnx—+ ...+ cos nx) =
S x—0 X s x—0 X
r.. ZSinz% n?
= -lim =P -
S x—0 X 2
Ilmselt

n n
1— Hcos“" kx = Z cos® xcos®x-...-(cos™ 1 (k—1)x) (1 —cos™kx).
k=1 k=1

Seega
1-TT % k 1 —cos%k.
lim Hk_lzcos - Z lim (cosa1 xcos™2x- ... (cos™ 1 (k—1)x)- #) =
x—0 X kzleO X
_ i lim 1 cozs“k kx _ Z k*ay
=10 X =1 2

49. Olgu x = P ratsionaalarv. Siis
q

m!x:m!-gz1-2-3-...-(q—l)(q+1)-...-mp

on paarisarv, mistottu cos (mtm!x) = 1 ja D(x) = 1.
Kui x on irratsionaalarv, siis m!x ei ole tdisarv tihegi m viirtuse korral. Siis |cos (mm!x)| <

1, mistottu

lim cos” (wm!x) = 0.

n—o0

— (%
50. On selge, et lir% M = 0. Sellest jireldub, et igale arvule € > 0 vastab 0 > 0
x— X
x)—f(3 €
nii, et 0 < |x| < & puhul kehtib vorratus M <3
X
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Loomulikult, iga n € N korral, kui 0 < |x| < 3, siis

'f(x)—f(;—o‘ _ fW-rB) 4B -1 G|
 ro-—re)|, re-re)|
< £l f@);f@) .l f(%)—%f(%) .
E & €& &€
< §+Z+§+.. +§:8

T
51.Kui0<x<E,siissinx<x<tanx;
sin 25'nxcosx 2tanx<l s'n2x>>2 ol 1 x x
mnx =2sin—~ - = — |1 —sm”— == =x——.

2 2 2 2 2

n
52. limselt P(x) = [ (x—xi) ja
i=1

Plx)=(x—x2)..-(x—x,)+(x—x1) (x—x3) .- (x—x0)+...+(x—x1) - (x—2x1).

Seega

Siit

I 2 l
P”(x):P'(x)z;x_l)Ci—l—P(x) <X;xjxi> = P(x) <Z‘1x—1x,~> +P(x) (Zx_lxl) :
Pirast teisendusi saame
P//(x) B n n P//(x) B n 1
P(x) (;fo x,) Z ~ P(x) Z (x—xi) (x—x;)

1:1 i,j=1
i<j

Korrutades viimast vordust liikmeti teguriga x — x;, kus k = 1,71, saame:

P//()x . _2 X —Xg
Pl ) ,,Zl (x—x;) (x—x;)
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ehk

l<j
Kui see vordus esitada kujul
P// X k—1 1 n X — X n 1
Z (x —xz) 22 + Z +2 Z
'(x) Sx—x Sx-x (x—x;) (x—xj) XX
i<j
ning votta x = xi, siis
P/I k—1 1 n 1
),y +2 .
P (xk) i—1 Xk —Xi j:k—i-lxk_xj
Kui k=1,2,...,n, siis
P’ (x 1 1
/(1) = 2-(0+ o+ ,
P'(x1) X1 — X X1 —Xp
P’ (x 1 1 1
) _ 2-( +0+ +o.+ )
(xz) X2 — X1 X2 — X3 X2 — Xy,
P’ (x 1 1 1
,(”) = 2~( + +...+—+0).
P'(xy) Xp—X1  Xp—X2 Xp — Xp—1

Liites saadud vordused liikmeti, saame:

53. Olgu {x, } mingi Idpmatu jada, x, > a > 0. Siis leidub N nii, et n > N puhul kehtib
vorratus

€

[f )] < 3 (6.3)

kus € > 0 on suvaline etteantud arv.

Fikseerime mingi ng > N ning vottes n > ng, kasutame 16igul [x,,,x,] Lagrange’i kesk-
védrtusteoreemi:

'f—() =1f' @], € Gopm). (4

no
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Kasutades vorratust (6.3), saame:

&€

)=o)

.xn_.XnO 2.

(6.5)

Vorratuse (6.5) esitame kujul

S () = f (%np) < (1_@ )E
x n/ 2

fO) () <( x“)%

Xn Xn

ehk

Et

f@d_f@%)>yﬂﬁ)

Xn Xn

siis seda enam kehtib vorratus

J(xn) o  (Xng) < (1_)ﬂ> €
Xn Xn Xn 2

ehk
Xn Xn Xn 2

Kiillalt suurte n vaartuste korral kehtib ilmselt vorratus
€

J (X, ) <<

Xy 2

Samal ajal n > ng puhul on

X £ £
) E €
( xn>2<2

Niisiis ng > N ja kiillalt suurte n > ngy puhul kehtib vorratus
f(xn)
Xn

Et {x,} on suvaline 1opmatu jada, mille koik lilkmed on positiivsed arvud, siis tulemu-
sest ndhtubki, et
f(x)

lim —= = 0.
X—o X

=E€.

<8+£
2 2
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108. Vorduse mdlema poole diferentseerimisel saame:
f)=fx)+xf'x) = fx)=0 = flx)=C>0.

109. Tahistame
12 n n?
=41+ — 1+—= ...l 1+—= ).

1 & 2
lnanzﬁgln(l—l—;).

i=1

Siis

Selle vorduse parem pool kujutab funktsiooni f: [0,1] — R, f(x) =In (1 + xz) Rieman-
ni summat. Seega

1 1 U x2dx
. 2 2
limIna, = /Oln(1+x)dx:x1n(1+x)‘0—2/o —
1
= 1n2—2—|—2arctanx’0:1n2—2+g.
Seega
lim a, = M22HT —0p372,
n—oo
110. Etiga x € [0, 1] korral kehtib vorratus
PHx+1<1+141=3,
siis
1 . 1
/ (P +x+1) dx<3”/ dx < 3"
0 0
Kuid
¥ +x+1 > 3\/3x2x:3x;
1 1 n+1 1 3n
/(x2+x+l)ndx > /3"x”dx:3”.x = )
0 0 n+1llo n+1

111. Defineerime funktsiooni

g:la,b) =R
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seosega:

g@%:@—aﬂx—w[jﬂﬂm-

Et g(x) on diferentseeruv 16igul [a, b] (miks?) ja g(a) = g(b), siis Rolle’i teoreemi pdhjal
leidub punkt ¢ € (a,b) nii, et g’(c) = 0. Leiame g’(x):

X
¢(x) = (2x—a—b) / F(t)dt + (x—a) (x— b) £(x).
a
Vottes x = ¢ ning vordsustades tuletise g’(c) nulliga, saame kohe:

(ZC—a—b)/aCf(t)dt+(c—a)(c—b)f(c):0

ehk

[roa-tezioe

112. Funktsiooni f diferentseeruvusest jareldub selle funktsiooni pidevus 1digul [a,b].
Kasutades integraalarvutuse keskviirtusteoreemi, saame

[ reodv= () (-a).

Funktsiooni f siirjektiivuse tottu leiduvad x3,x4 € [a,b] nii, et a = f(x4) ja b = f(x3).
Seega

b
| #@dx= ) () - fas)).
a
Loigul [x3,x4] kehtib Lagrange’i keskviértusteoreem. Seepirast

f(x3) = f(xa) = f'(x2) (x3 —xa),
kus x; € (x3,x4).
Pérast asendamist eelmisse valmisse saamegi tdestatava vorduse.

113. Olgu f(x) = e, x € [0, 1]. Siis

1
) )
ex—/etdt
0

= <

[ 00~ s ar

:\ﬂm—Ame

< [r@-swla= [ @il
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52

kus x < ¢ <t vdit < c < x, soltuvalt sellest, kumb on suurem, kas ¢ voi x. Tdhistame

M = Iél[g)i] | f/(x)]. Siis

1
) )
ex—/etdt
0

M,

sest |x —t| < 1. Leiame tuletised f(x) = —2xe ™™ ja £ (x) =

2 (27— 1).

2 2
Et leida M, vordsustame f”(x) = 0, millest xy = g Kui x < \/7_, siis f”(x) < 0; kui

2 2
x> 5 siis f(x) > 0. Seega punktis xo = 5 on funktsioonil f’(x) maksimaalne

vaartus M = f

143. Ilmselt

Yi+Py = O
yo+Py, = Q.

Korrutame samasust litkmeti y,-ga, samasust (6.7)) aga (

dud samasused:
Y2y —yiys = Q(y2 —y1)-
Olgu y, :=y;z. Siis

= (21 +nd)=-0(1—2)

ehk
d
Q.
-z »n
millest
z=14aexp (— gdx) .
Y1

144. Timselt y(0) = 1.

/(%) :—)L/Oxy(t)dt

(6.6)
(6.7)

—y1)-ga ning liidame saa-
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millest

Y (0)=0.
Niiud leiame

Yi(x) = =Ay(x),

millest, arvestades tingimusi y(0) = 1, y'(0) = 0, saame kohe
y:cosﬂx, kuiA >0

ja
y = cos \/—_lx, kui A < 0.

145. Diferentseerime esimest integraali x jargi:

d’y de d¢
secga

dp Jo

__|__y ¢_ f"

Viimast vordust diferentseerime c jirgi:

92 de d 92
$ 0P 29, 9

dxdc dc dy 8yac(p:

d [do d e
8x<8c)+8 ( ac) 0

Seega avaldis

ehk

e 99
—dy——=—0¢d
YT 9P
on tédisdiferentsiaal, kust omakorda jidrgneb seos
d
ce (dy —@dx) = A = const.

dc

33
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