Matemaatikaoliimpiaad 2002
Lahendused

1. Olgu f(z) funktsioon pideva kolmanda tuletisega. Téoestada, et ek-
sisteerib arv a € R selline, et

f(a) - f'(a) - f"(a) - f"(a) > 0.

Lahendus. Kui vihemalt iiks arvudest f(a), f'(a), f"(a), vdi f"(a)
vordub nullile mingi punkti a jaoks, siis vdide ilmselt kehtib. Seega saame
eeldada, et iga funktsioonidest f(z), f'(z), f"(z), ja f"’(z) on rangelt posi-
tiivne voi rangelt negatiivne kogu reaalteljel. Asendades f(z) vajadusel
—f(z)-ga, saame eeldada, et f”(z) > 0; asendades f(z) vajadusel f(—z)-
ga, saame eeldada, et f"’(z) > 0. (Mirkime, et need teisendused ei muuda
avaldise f(z)f'(z)f"(z)f"(z) méarki.) Vorratusest f”(z) > 0 jareldub, et
f'(z) on kasvav, ning vérratusest f/(z) > 0 jireldub, et f'(x) on négus,
seega f'(z +a) > f'(z) 4+ af”(z) iga = ja a jaoks. Suurendades a viimases
vorratuses, naeme, et f'(z 4 a) on positiivne piisavalt suure a jaoks; seega
f'(z) > 0 iga z jaoks. Analoogiliselt vérratustest f'(z) > 0 ja f"(z) > 0
jareldub, et f(z) > 0iga = jaoks. Kust me saame, et f(z) f'(z) f"(z) f"(z) >
0 iga z jaoks.

2. Vaatleme funktsiooni f(z) = m astmereaks arendamist
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Lahendus. Mirgime, et
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seega
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Lihtne arvutamine annab a? + a2 = agny2.

3. Milliste positiivsete arvude paaride (a,b) jaoks paratu integraal

[ (Vvera-va-va-vam) as

koondub?

Lahendus. Integraal kooondub siis ja ainul siis, kui a = b. Tdestuseks
me kasutame fakti, et (1 + 2)1/2 =1+ 2/2 + O(a?) for |z| < 1.

Seega
Vzta-vz=a*(/1+a/z-1)
=z'/2(1+ a/2¢ + O(z7?%)),
kust

JVrTa—vE =21+ of4s + 06)

ja analoogiliselt

\VVZ - VT — b=z 1+b/4x + O(z™?)).

Seega integraal teisendub kujuks

/ 21/4((a - b) /42 + O(z?)) da.
b

Avaldis £1/40(2~?) on tdkestatud konstandiga korda 2~7/4, mille integraal
koondub. Seega esialgne integraal koondub parajasti siis, kui koondub funk-
tsiooni z=3/4(a — b)/4 integraal. Kuna funktsiooni z3/% integraal hajub,
esialgne ina = b (in which case the integral telescopes anyway).

4. Jadas (an)
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Toestada, et jada (a,) koondub ja leida selle piirvaartus.

Lahendus. Et
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siis on tegemist aritemetilise jadaga, mille esimeseks lilkmeks on }IT ja vaheks

& — 4. Seega
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millest

an =
Seega lim,, a, = 0.

5. Olgu S Ioplik naturaalarvude hulk, iga neist suurem iihest. Oletame,
et iga naturaalarvu n € N jaoks leidub mingi s € S selline, et SUT(s,n) = 1
véi SUT(s, n) = s. Niidata, et eksisteerivad s,t € S sellised, et SU’T(s,t)
on algarv.

Lahendus. Valime algarvude jada p;,ps, ... jirgenvalt. Olgu p; mingi
algarv, mis jagab hulga S mingi elemendi. Kui py,...,p,; on juba valitud,
proovime leida elementi N; € S nii, et SﬁT(Nj,pl “ooooeepi) = 10 Kud
nissugust IN; pole, siis jada py, pe, ... konstrueerimine 16peb. Kui selline N;
leidub, siis votame p;;; rolliks arvu N; mingi algarvulist jagajat.

Kuna S on loplik, siis algoritmi tulemusena saame lopliku jada py, ..., p;.
Olgu m vihim naturaalarv selline, et arvul p;-. . .-p,, on olemas jagaja hulgas
S. (Eelduse kohaselt arvud n = p; - - - px, m = k rahuldavad seda omadust,
seega m on korrektselt defineeritud.) Kui m = 1, siis p; € S, ja viide
ilmselt kehtib, seega eeldame, et m > 2. Arvu p;---p,, iga jagajad € S
peab olema arvu p,,; kordsena, vastasel juhul d on ka arvu p; - - - pp_1 jagaja,
mis on vastuolus arvu m valikuga. Niiid aga SﬂT(d, Nm-1) = pm, MOTT.

6. Olgu G riihm ihikuga e ja olgu ¢ : G — G funktsioon selline, et

#(91)#(92)#(g3) = ¢(h1)P(h2)(hs)

igakord kui g1g293 = e = hyhohs. Tdestada, et leidub element a € G selline,

et ¥(z) = a¢(z) oh homomorfism (s.t. ¥(zy) = ¥(z)¥(y) iga z,y € G
jaoks).
Lahendus. Viétame a := ¢(e)~!. Mirgime kdigepealt, et

$(9)b(e)d(9™") = d(e)d(9) (g™,

seega ¢(g) kommuteerib elemendiga ¢(e) iga g korral. Edasi, me margime,
et

P()p(y)o(y~'e™") = ¢(e)p(zy)p(y~'a71)
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ning kasutades elementi ¢(e) kommutatiivsust, me saame

3(e) " b(2)6(e) " Bly) = pe) " (ay),
voi teisi sénu ¢ (zy) = ¥(z)¥(y), MOTT.



