Matemaatlkaolumplaad 2001
Lahendused

1. Leida kaks korda pidevalt diferentseeruv funktsioon f, mis rahuldab
jargmisi tingimusi:

D fO)=f(0)=1; 2) f'(z)>0, x€(0,1); /f

Lahendus. Kuna funktsioon f on 2 korda pidevalt diferentseeruv, siis
Maclaurini valemi kohaselt kehtib iga = € [0, 1] korral vérdus

fleg)=1+=z +f”(;) I) 2%, kus 6, € (0,1).

Integreerides selle vorduse molemaid pooli, saame, et

/f /Of”(ﬂ 22) 24y

Seega [} £0:2) 1245 — 0. Kuna f"(x) > 0, z € (0,1), ning funktsioon
0 3

y = f”(gzm)zz =flz)-1-=

on pidev, siis f"(6,2) = 0 iga = € [0, 1] korral. Seega flz)=1+2.
2. Olgu reaalarvud Ay, g, ..., A, sellised, et iga k € N korral
AP+ XS+ A5 >0

Defineerime funktsiooni

1
f(t) = (1 _ /\lt)(l — /\21‘,) .. (1 - )\nt)

Taestada, et f()(0) > 0 iga k € N korral.

Lahendus. Koigepealt niitame, et kui mingi funktsioon g rahuldab
tingimust g!)(0) > 0, k € N, siis ka (e9@)®)(0) > 0, k € N. Selleks
kasutame matemaatilise induktsiooni meetodit. ngepealt paneme tihele,
et (e9)) = e9(2) g/(), millest (e9®)/(0) > 0. Niiiid eeldame, et mingi 1 € N



korral kehtivad vérratused (e?(®))(¥)(0) > 0, k € {1,...,i}. Veendume, et
siis ka (e9(®))((+1)(0) > 0. Téepoolest, kuna

(5@ _ (e9) g/ (2)) D = iC’f(eg(z))(k)g(i_k)(x),

k=0

siis induktsiooni eelduse pohjal

(eg(q;))(i+l)(0) — iCf(eg(”))(k)(o)g(i_k)(ﬂ) > 0.

k=0

Vaatleme niiiid funktsiooni
g(z)=1n f(z) = = In(1 - A).
i=1

Kuna " .
K)oy — (k= 1)1 A8
9 (1:) 22___; (1 — /\,’IE)k,
siis g(¥)(0) > 0, k € N. Lahenduse esimese osa pohjal saame, et F®)(0) > 0,
k € N.

3. Olgu (a,) tokestatud jada, mis rahuldab tingimust

Any1 > Gy — n € N. (1)

5,;[’
Toestada, et see jada koondub.

Lahendus. Jada (a,) koonduvuseks piisab niidata, et ta on Cauchy
jada. Oletame vastuviiteliselt, et (a,) ei ole Cauchy jada. Siis leiduvad
reaalarv € > 0 ja jada (a,) osajada (a,,) selliselt, et

Qpy, — Qny;_, > €, T EN,
Tingimusest (1) jareldub, et mistahes n,p € N korral

Gntp — @n = (@ntp = Qnyp_1) + (@ntp-1 = @ntp-2) + ...+ (@n1 — an)
ntp—1 1 1

2 - Z 5% 2 Ton-1-

k=n



Seega

nzi—1—1

1

Uny; > €ty 2 €~ Z ok + @y
k=ny(i-1)
ngi-1—1 ngi—1—1 1
>2- 3 5% H gy 2> (- 1)e - > 5%+ an,
k=ny(i_1) k=n

millest jireldub, et jada (an,,) on tokestamata, mis on vastuolus eeldusega.

4. Olgu f ldigus [a,b] pidev funktsioon. Téestada, et

b
lim 2"/ fA(z)dz = max|f].

n=00 [a b]

Lahendus. Kui max|f| = 0, siis on viide ilmne. Olgu d = max|f| >
0. Vastavalt mistahes arvule ¢ € (0,d) leidub vahemik (a’,d') selliselt, et
|f(z)] > ciga z € (a', ) korral. Seega

\// I(=)y? d>2’\‘// ) e > R —a) 1

millest jareldub, et

b
liminf % / fr(z)dz > c.

n—ro0

Teiselt poolt,

” f2" Jdz < zv — a) max_|f(z)[?"
z€fa,b]

= maXIf b —a— r[nzzflf(w)l,

’

mis annabki meile soovitud tulemuse.

5. Olgu A = (a;;) € Mat,R on selline maatriks, et a;; = 1 ja a;; = 0,
kui ¢ > j, i = 1,...,n. Tdoestage, et maatriks A~!' omab sama kuju s.t.
A7l = (b;;), kus b;; = 1jab; =0, kuii>j,i=1,...,n



Lahendus. Olgu

1 ap Gln—1  Qin
0 1 ve. Q2p-1 aoy,
0 0 P 1 Ap—1n
0 0 0 1
Siis
1 a2 ... Qrp-—1 QA1p I 1 0 0 0
0 1 aon_1 agn | 0 1 0 0
0 0 1 n-1n | O o ... 1
0 0 0 1 | O 0 ... 0 1
1 0 Aln—-1 = @1202p—1 G1p — G1202, | 1 —aj 0
0 1 a2,-1 az, I 0 1 0
0 0 e 1 Ap—1n | 0 0 1
0 0 ... 0 1 | 0 0 0
1 0 0 0 | 1 by ... bya_y bin
0 1 0 0 | 0 1 ban—1  b2a
| ..
0 0 1 | 0 0 I bp-1n
0 0 0 1 | o0 0 0 1

6. Olgu K korpus, char(K) = 0, ning olgu f € K[z]. Téestada, et
tuletis f’ jagab poliinoomi f siis ja ainult siis, kui f esitub kujul

f(z) = ao(z — zo)".

(Kui korpuse K mingi lihtne alamkorpus on isomorfne ratsionaalarvude ko-
rpusega Q, siis Oeldakse, et korpuse K karakteristika on 0. Korpuse K
karakteristikat tahistatakse: char(K).)

Lahendus. Piisavus on ilmne, téestame tarvilikkus. Selleks kasutame
jargmist Teoreem.

Teoreem Olgu K korpus ja char(K) = 0. Kui taandumatu poliinoom
p € K[z] on poliinoomi f € K[z] k-kordne tegur, siis on p tuletise f’ (k—1)-
kordne tegur. (Mati Kilp, Algebra I)



Olgu
ki, k km
f=p'py" - pals
kus p;, i = 1,..., m, on taandumatud ja paarikaupa {ihisteguriteta poliinoomid.
Teoreemist jareldub, et

SUT(f, f') = ptr~1phe=t. . pkm—1,

Seega aga

SUT(f, f)
Niiiid eeldame, et f’ jagab poliinoomi f, s.t.
f(z) = f(x)ao(z ~ o).
Siis SUT(f, f') = f'. Jarelikult

__f
SUT(£, )

ning seega f(z) = a(z — zo)".

=P1pP2---Pm-

= ao(z — xo)-



