Lahendused

1. Olgu funktsioon f maaratud kogu reaalteljel, kusjuures suvaliste x € R ja
h > 0 korral
[f(@+h) = f(z — )] < 2. (1)

Toestada, et f(x) = const. 10 punkti.

Lahendus. Fikseerime suvalise y € R ja vaatleme piirvaartust
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Vottes seoses (1) x =y + %g ja h = %, saame, et
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jarelikult piirvadrtus (2) eksisteerib ja on vordne nulliga. Seega
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iga y € R korral, jarelikult f(x)=const.

2. Toestada vorratus
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12 punkti.
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Lahendus. Piisab naidata, et rea g = summa on vaiksem voi vordne

k
arvuga 5/4. Rea koonduvuse integraaltunnuse pohjal

Seega



3. Olgu funktsioon f kogu reaalteljel kaks korda pidevalt diferentseeruv.
Toestada, et suvalise € R korral
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h—0 h?

— f//(a:)

13 punkti.

Lahendus. Taylori teoreemi pohjal

f@+h) = f@) = f'(@)h + @fﬂ (= € (wz+m)
ja 1
Flex—h) — f(z) = —f'(x)h + #fﬂ (w € (z— h,:c)).

Liites nende vorduste vastavalt pooled ning jagades seejarel saadud vorduse mole-

mad pooled libi arvuga h?, jireldub piirprotsessis h — 0 vajalik tulemus.

4. Olgu maatriksil S jargmine omadus: suvaline maatriks A on iihesel viisil
esitatav summana A = A; + As, kus maatriksid A; ja Ay rahuldavad vastavalt
tingimusi 415 = SA; ja AS = —SAs.

Toestada, et selleks on tarvilik ja piisav, et S? oleks ithikmaatriksi kordne.

(Koik vaadeldavad maatriksid on n-jarku ruutmaaatriksid.) 15 punkti.

Lahendus. Olgu S? = A\E, kus F on iihikmaatriks ja A € R on mingi arv.
Olgu A mingi maatriks. Selgitame, millega peavad vorduma maatriksid A; ja
Ay selleks, et maatriks A oleks esitatav kujul A = A; + As, kusjuures kehtiksid
vordused A1S = SA; ja AsS = —SA,;. Korrutame maatriksit A maatriksiga S

paremalt ja vasakult:
AS =A15+ AS=5A; — SA;, SA=SA,+ SA,.

Siit
1 1 1
Ay = $SSA1 = 5(SAS + SS4) = —(SAS + A4),

1 1
Ay =A—- A1 = §A— ﬁSAS,



millest A = Al —+ AQ.
Olgu iga maatriks A on esitatav summana A = A;+ A, selliselt, et A;.5 = SA;
ja AsS = —SA,. Selgitame, millega vorduvad maatriksi S? koordinaatid &

(k,l =1,...,n). Korrutades maatriksit A paremalt maatriksiga S?, saame
AS? = A1 8% + AyS? = SA;S — SAyS = S?A; + S* A, = S?A.

Vottes viimases vorduses A = AN = (af]l) (k,l = 1,...,n), kus af} = 1, kui
1=k, j=1ja af} = 0 vastasel juhul, saame, et &; = 0, kuii # jjaéi1 = ... = &un,

s.t., S? on ithikmaatriksi kordne.

5. Olgu E 3-mootmeline vektorruum iile korpuse @Q ning olgu elemendid
x,y,z € B, x # 0, sellised, et mingi lineaarse kujutuse T': E — FE korral Tx =y,
Ty =zjaTz = x+y. Toestada, et elemendid x, y ja z on lineaarselt soltumatud.

15 punkti.

Lahendus. Oletame vastuviiteliselt, et elemendid x,y ja z on lineaarselt
soltuvad. Siis ax + by + cz = 0 mingite a, b, c € Q korral. Eeldame koigepealt, et
a # 0. Téhistame by = —b/a ja ¢; = —c/a; siis

Ter=y=T(y+ciz) =bz+cx+cy =biz+ci(by+ c12) + a1y,

millest a1y = (12, kus kordajad oy = ¢1by +¢; — 1 ja 31 = —(by + ¢}) erinevad

nullist. (Toepooloest, kui a3 = 0, 81 # 0, siis z = 0, millest
0=Tz=z+y, —-ax=y=Trx=T(-y)=-2=0,

mis on vastuolus eeldusega x # 0. Analoogiliselt saame vastuolu, kui eeldada, et
a; #0, /1 =0. Kui aga a; = 51 =0, siis b; = —c% ja c‘(f + c¢1 — 1 = 0. Naitame,
et viimasel vorrandil puuduvad ratsionaalarvulised lahendid. Selle vorrandi ainus
reaalne lahend kuulub vahemikku (0, 1). Kui see lahend oleks reaalne, siis esituks
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ta taandumatu murruna m/n, kus m,n € N ja m < n. Vordusest <—) 4+ —=1
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jareldub, et — = . Kuna murd — on taandumatu, siis on ka murd
n m n m

taandumatu, jarelikult m = n?, mis on vastuolus murru m taandumatusega.)
n
Seega y = az, kus a = % € Q\{0} ja
1
Sy=z=alz+y),
millest
1= a?
Tr = 062 y7
ja
1—a? 1—a?
az=y=Tzr = 2a Ty = 2042
Q@ Q@

Siit jareldub, et a® +a? —1 = 0. Nagu eespool, saab niidata, et viimasel vorrandil
puuduvad ratsionaalarvulised lahendid, mis on vastuolus eeldusega.

Eeldame, et a = 0. Siis by = —cz, kusjuures kordajad b ja c erinevad nullist.
(Toepoolest, kui eeldada, et b = 0, aga ¢ # 0, siis z = 0, millest 0 = Tz =
x+y, —x =y =Tx = T(—y) = —z = 0, mis on vastuolus eeldusega = # 0.
Analoogiliselt saame vastuolu eeldades, et b # 0, ¢ = 0. Juhul b = ¢ = 0 saame,
et z,y ja z on lineaarselt soltumatud.) Seega y = az, kus a € Q\{0}, mis, nagu

juhul a # 0, viib vastuolule.

6. Leida jargmised piirvaartused.
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Maéaratud integraali definitsiooni kohaselt on viimane piirvadrtus vordne inte-
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2) Koigepealt mérgime, et
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