Matemaatikavoistlus
Tartu, 03.11.2023

. Toestage, et

V243

on irratsionaalarv.

. Vektorruumi A iile korpuse K nimetatakse algebraks, kui selles on (lisaks
vektorruumi tehetele) defineeritud elementide omavaheline korrutamine: iga
a,b € Akorral aob € A, kusjuures ao (boc) = (aob)oc,ao(b+c) =
aob+aoc,(b+c)oa=boa+coa, (Aa)ob =ao(Ab) = A(aob) (koigi
a,b,c € Ajaiga A € K korral).

Toestage, et kui A on Ioplikumdotmeline nulliteguriteta algebra ning a €
A\ {0} ja b € A, siis vorrandil a o x = b on tépselt iiks lahend x € A.

Markus. Oeldakse, et elemendid a,b € A on algebras A nullitegurid, kui
a,b#0,agaaob=0.

. Olgu a € R. Toestage, et paratu integraali

/ dx

1+22)(1+2°)
0

vaartus el soltu reaalarvust a.

. Olgu n € N. Leidke jargmise determinandi vaartus:

1 2 3 ... n—1 n

n 1 2 ... n—2 n-—1
n—1n 1 ... n—3 n—2

2 3 4 . n 1

. Tdestage, et iga positiivsete liikmetega arvjada (a,) korral kehtib vorratus

limsupa1+a2+...+an+an+1 24

n—oo an

Tooge ka néide jadast (a,) nii, et vorratus kehtiks vordusena.

Markus. Kui arvjada (b,) on iilalt tokestamata, siis defineeritakse

limsup b,, = 0.
n—oo

Kui aga (b,) on iilalt tokestatud, siis defineeritakse

limsup b, = lim sup{b;: k > n}.
n—00 n—00
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. Prove that

V2+4/3

is an irrational number.

. A linear space A over the field K is called an algebra if (in addition to
linear space operations) multiplication of its elements has been defined: for
every a,b € A we have aob € A such that ao(boc) = (aob)oc,
ao(b+c) = aob+aoc, (b+c)oa = boa+coa, (Aa)ob = ao(Ab) = A(aob)
(for all a,b,c € A and \ € K).

Prove that if A is a finite dimensional algebra without zero divisors, a €
A\ {0} and b € A, then the equation a o x = b has exactly one solution
x € A.

Remark. Elements a,b € A are called zero divisors if a,b # 0 but aob = 0.

. Assume a € R. Prove that the value of the improper integral

o0

dz
/ (14 22)(1 4+ z2)

0

is independent of the value of a.

. Let n € N. Calculate the value of the following determinant:

1 2 3 ... n—1 n

n 1 2 ... n—2 n-—1
n—1n 1 ... n—3 n—2

2 3 4 . n 1

. Prove that for every positive real sequence (a,) we have

) ar+as+...+a, ta
lim sup ! 2 = ntlo> g,
n—oo CI/’I’L

Also bring an example of a sequence (a,) for which the inequality holds as
equality.

Remark. If the sequence (b,,) is unbounded from above, it is defined that

lim sup b,, = oo.
n— o0

If (b,,) is bounded from above, it is defined that

limsupb, = lim sup{b;: k > n}.
n—o0

n—oo



Lahendused
1. Lahendus 1. Oletame, et r = v/2 + /3 € Q, siis
2=(r—+v3)?%=1r"—3V3rt+9r — 3V3,
millest jareldub, et
(3r2 4+ 3)V3 =1+ 9r — 2.
See on voimatu, sest V/3 on irratsionaalarv.

Lahendus 2. Vaatleme kuuenda astme poliinoomi p € C[z], mille tegurite
hulk on

2mi 4ri
{:1:— (L\3/§+€\/§) ceef{l, -1}, € {1,6Xp§,exp§}}.

Arendamise jirel leiame, et
p(z) = 2% — 92* — 42® + 272% — 362 — 23.

Teadaolevalt on téisarvuliste kordajatega poliinoomi p ainsad voimalikud
ratsionaalarvulised juured +1 ja £23. Jarelikult v/2 4+ v/3, olles poliinoomi
p (kompleksarvuline) juur, ei saa olla ratsionaalarv.

2. Olgu A loplikumodtmeline nulliteguriteta algebra. Olgu eq, ..., e, algebra A
mingi baas, olgu a,b # 0.

Paneme téhele, et siis aceq,...,aoe, on samuti algebra A baas. Toepoolest,
tegu on n-elemendilise lineaarselt soltumatu siisteemiga n-mootmelises algeb-
ras. See siisteem on lineaarselt soltumatu, sest

Aaoe;+...+\aoe, =0=ao(\e;+...+\e,) =0,

kuna a # 0 ja algebra on nulliteguriteta, siis A\je; + ... + A\ e, = 0, niitid
muidugi Ay = ... =\, =0.

Esitame vektori b sellel baasil:
b= pace +...+ pu,aoe,.

Téhistame
C=[1e1+ ...+ Un€p,
siis a o ¢ = b ja oleme leidnud iihe lahendi vorrandile a o x = b.

Oletame, et veel aod = b, siis nende vorduste lahutamisel saame, et
ao(c—d)=b—-b=0,

jarelikult ¢ — d = 0, mistottu ¢ = d. Oleme saanud, et lahend on iiheselt
madratud.

3. Tahistame

1 [ee]

dx dx
Il:/(1+x2>(1+wa>’ IQ:/(Hx?)(Hx@)'

0 1




Kuna
1 1

<
(1+22)(1+29) ~ 1+a2

siis uuritav integraal ja I koonduvad ning uuritava integraali vadrtus on
I + 1.

x>0,

. . . 1 .. x
Teeme integraalis I; muutuja vahetuse ¢ = —, siis dt = —— (seega dx =
x x
t
—t—2) ning rajad 0...1 muutuvad kujule co...0. Saame, et

1 00

/ / tadt
t21+t2 (1+ %) D(te+1)
o 1
Niisiis
R GRNCEE) (1+x2 1+:z:a 1+g;2 1+g;a)_
! 1
dz . S
= = :}L%oarctanx—arctanl = 571 _ T
1
. Lahendus 1. Tahistame
1 2 3 . n—l n
A=| n-1 n 1 n—3 n—2

Tihistame poliinoomi f = 1+ 2z + 32% 4+ ... + na"" ! € Clx]. Tihistame n.

27r1
astme iihejuure w = exp —
n

Tdestame, et maatriksi A koik omaviidrtused on f(w’), kus j =0,1,...,n —
1. See voimaldab determinandi vilja arvutada, sest maatriksi determinant
vordub omavéirtuste korrutisega (juhul, kui neid on sama palju kui on maat-
riksi moode).

Toepoolest, arvestades, et w™ = 1, saame, et

1 23 ...n-1 n 1 fw”)
n 12 ... n=-2n-1 w’ w’ f(w’)
n—1n 1 ... n=-3 n=-2 |- w? = w¥ f(w’)
2 34 ... n 1 w1 w3 f ()
1

W’
_f(wj) w2j ) .]_0717 ,TL—]_

D



Niitid

Saame, et

aga juhul, kui j =1,2,...,n—1,

Fw)) =1+ 20 + 3w 4.+ w7 =
(142w + 3w + ...+ nw® D) (W —1)

w —1
B Wl — 14 2w% — 207 4+ 3w¥ — 3w¥ + ... +n —nwm I B
= —— =
_on
w1
Jérelikult
1 . yn—1
det A — (n+1)n-n _
2w —1)(w?=1)-...- (w1 =1)
(=)™t n"(n+1)
21— w)(1—w?) . (1=l
Kuna w,w?,...,w" !, millele lisada 1, on parajasti kéik poliinoomi g = 2™ —
1 € C[z] juured, siis korrutis (1 — w)(1 —w?)-...- (1 —w" ") on poliinoomi
" =1

= 1 vaartus kohal 1. Selle voime leida néiteks poliinoomfunktsioonide

pidevust kasutades piirvadrtusena:

" —1
h(1) = lim A(t) = lim = limnt" ' = n.
t—1 t—1 t—1 t—1
Kokkuvottes . .
det A = (—1)". %

Lahendus 2. Teostame maatriksi

1 2 3 . n—1 n

n 1 2 .. n—2 n—1
A= n—-1 n 1 n—3 n—2

2 3 4 n 1

ridade-veergudega elementaarteisendusi (need ei muuda determinandi véiértust).
Esmalt lahutame 2. reast 3. rea, 3. reast 4. rea jne, kuni n-ndast reast 1. rea.
Saame, et

1 2 3 n—1 n

1 1—n 1 1 1
A~ 1 1 1—n 1 1

1 1 1 1 1—-n



Jargnevalt lahutame koigist veergudest 1. veeru. Saame, et

1 1 2 ... n—2 n-—1

1 —mn 0 ... 0 0
A~ 1 0 —n 0 0

1 0 0 0 —n

1 2
Niiiid liidame 1. reale —-ga korrutatud 2. rea, —-ga korrutatud 3. rea jne,
n n

—1
kuni -ga korrutatud n-nda rea. Saame, et

1+2+...4+(n—1)

1+ 0 O 0
n
1 -n 0 0
A~ 1 0 —n ... 0 0
1 0 O 0 —n
On jadnud determinanti arendada 1. rea jérgi ning kasutada &ra, et
14+2+... -1 —1 1
Ly 12t + (n ):1+n _n+l
n 2 2
Loppvastus tuleb
n—1 1
det A= (—1)"1. n(nt+1)
2
Markus. Seda tiitipi maatriksit A nimetatakse tsirkulantmaatriksiks (iildjuhul
tsirkuleeritakse suvalist esimest rida (ay,...,a,), praeguses iilesandes oli
ar = k). Uldise tsirkulantmaatriksi determinanti saab leida lahenduse 1

votetega, mone kitsama erijuhu (nt aritmeetilise jada) korral aga ka lahen-
duse 2 votetega.

. Tahistame
air+as+...+ay,+ ang

an

b, =

Paneme koigepealt tihele, et kui (a,) = (2"), siis

; _2+22+...+2n+1_2"+2—2_4 2
" on oo on’

Seetottu
limob, =4,

muidugi siis ka
limsup b, = 4.

Ap+1

Kuna selline geomeetriline jada realiseerib vordusjuhu, siis uurime liiget
Qn

(mis iilaltoodud erijuhul on 2). Kéigepealt on selge, et kui jada <Gn+1> on
Qp,

iilalt tokestamata, siis ka (b,) on iilalt tokestamata, sest

aL+...+a a a
bn: 1 n+ n+1> n+1'

Qn Qn 7




Vaatleme niiiid juhtu, kus

lim sup Intl _ ae [0, 00).
n an

Vastavalt iilemise piirvaédrtuse definitsioonile, iga fikseeritud ¢ > 0 korral

leidub indeks N nii, et
an+1 (079

1
<a+e = .
Qn, An+1 o+ €

n>=N

a
(Toepoolest, supreemumite jada liige sup Al peab jadma mingist indeksist
n>k Qg

alates vahemikku (o —e,a +¢).)
Niiiid, kui n > N, siis

ar + ...+ ap + At aN + ...+ ay + app1
bn:: 2
an a’TL

an ap—2 Ap—1
= . +

aAN+1 An—1 an
aN+1 Qp—2 Ap—1

AN+2 Ap—1 Qp,
+...+

Qp—2 Gp-1

+

An—1 Qn

Ap—1
+

+

an
+1+4
+_an+1

>
an

n—N n—N-—1
1 1 1 Ant1
> + +.. .+ —+1+ .
a—+é a—+ée a—+¢€ Ay,

1
Juhul a € [0,1) kehtib (piisavalt viikese ¢ korral) P > 1, seega parem
a+e

pool on tokestamata ning jarelikult lim sup b,, = oc.

Vaatleme juhtu o > 1. Saame, et

1 n—N 1 n—N-—1 1 o
bn > + +...+ +1+ —
a+¢€ a+e a+e n,
1 n—N+1
1= () (1
B I * apn
a+e n
Ulemise piirvaartuse monotoonsuse tottu
1 \n—N+1
- y, a+e
lim sup b,, > lim (a+5 )1 + lim sup = = * +a.
n n 1 — = n an, a+e—1

Kuna selline vorratus kehtib iga ¢ > 0 korral, siis juhul @ = 1 saame, et

€ .
saab olla suurem mistahes reaalarvust).

limsup b, = 0o (sest 1+



+ € )
Juhul a > 1 osutub, et sup _ore . e>0p = . (protsessis € — 0+
a+e—1 1

kasvava iilalt tokestatud suuruse piirvadrtus), mistottu

1

limsupbn2o¢—|—i:2+(a—1)+ 1
a_

> 4.

Mdrkus. Lahendusest jareldub, et ainus voimalus vorduse saamiseks ongi
a—1=1c¢ehk a=2.



