Matemaatika treeningvoistlus

Tartu, 05.11.2021

. Olgu n naturaalarv, n > 2, olgu maatriksid A, B, C' € Mat, (R) sellised, et
ABC =F

(simbol E tahistagu n-jarku iihikmaatriksit). Tehke iga vorduse kohta kindlaks, kas see kehtib alati
vGi ei tarvitse mone sellise maatriksite kolmiku A, B, C korral kehtida:

BAC=FE, ACB=E, (CAB=E, BCA=FE, (CBA=EFE.

. Leidke rea
o0
> wre
i 12
Py Kt 4+ k241
summa voi toestage, et see rida on hajuv.

. Tahistagu p, toendosust, et suvaliselt valitud elementidega maatriksi A € Mat,,(Z2) determinant on
nullist erinev.

(a) Leidke p,, virtus.

(b) Toestage, et leidub piirvaartus lim p, =:p > 0.
n—oo

Mdrkus. Korpuse Zy = {0, 1} arvutusreeglid on teatavasti sellised, et liitmine ja korrutamine toimuvad
modulo 2, nii siisa4+0=a,14+1=0,a-0=0,1-1=1, kus a € Zs.

. Leidke koik positiivsed tdisarvud n, mille korral leidub t&disarvmaatriks

A:(“ 2>€Mat2(Z)

Cc

nii, et A" = F ja A" # E koigi tdisarvude k = 1,...,n — 1 korral. (Siimbol E t#histab {ihikmaatriksit

(H).)

. Olgu funktsioon f: [a,b] — [a,b] siirjektiivne ja diferentseeruv 16igus [a,b]. Toestage, et leiduvad
punktid 1,29, x3,24 € [a,b] nii, et kehtib vordus

b
/ f(@)de = (@) (22) (s — 24).
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. Let the matrices A, B,C € Mat, (R) (where n is a natural number greater than 1) be such that
ABC =F

(the symbol E denotes the unit matrix of n-th order). Determine for all the following equalities whether
it always holds or may not hold for some such matrices A, B, C:

BAC=FE, ACB=E, (CAB=E, BCA=FE, (CBA=EFE.

. Find the sum of the series
o0
> T
i 12
=kt EREE
or prove that the series is divergent.

. Denote by p,, the probability that the determinant of a matrix A € Mat,,(Z3) whose elements have
been chosen arbitrarily, is not zero.

(a) Find py,.

(b) Prove that there exists a limit lim p, =:p > 0.
n—oo

Remark. As is known, calculation in the field Zo = {0,1} is defined in a way that addition and
multiplication are performed modulo 2,i.e.,a4+0=a,1+1=0,a-0=0,1-1=1, where a € Zs.

. Find all positive integers n for which there exists a matrix with integer elements

A:(“ 2>€Mat2(Z)

Cc

such that A" = F and A* # E for all integers k = 1,...,n— 1. (The symbol E denotes the unit matrix

(é?).)

. Let the function f: [a,b] — [a,b] be surjective and differentiable in [a, b]. Prove that there exist points
X1,T2, 23,24 € [a,b] such that

b
/ f(@)de = f(an) ' (22) (5 — 24).



Lahendused

1. Kuna ABC = E, siis (det A)-(det B)-(det C) = det(ABC) = det E = 1, jérelikult on maatriksid A, B, C
koik pooratavad. Saame, et CABC = C, millest C~!-ga paremalt korrutades leiame, et CAB = E;
analoogiliselt saame vorduse BCA = E.

Valime niiiid maatriksid A ja B nii, et AB # BA, siis ABC # BAC (sest kui kehtiks ABC = BAC,
siis paremalt C~'-ga korrutades tuleks AB = BA, vastuolu). Analoogiliselt saame ka, iilejiasinud kahe
vorduse vadramise.

Konkreetse kontrandite koostamiseks on muidugi palju voimalusi. Voime nditeks tdhele panna, et

( ;) i ) . ( i é > #* ( i ;) ) . ( ;) i > ning kui n > 2, siis iilejisnud osas ,jitkata“ neid

maatrikseid ithikmaatriksiks (st. mujal nullid, peadiagonaalil {ihed).

2. Kuna
KP4+ +1= (K —k+ 1)+ k+1),
siis
= — = f(k—-1)— f(k
kus
1
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f@) 2?24+z+1
Niisiis

;W:Z(f(k—n—f(k))=f(0)—f(n)=2'<1‘n2+n+1>’

k=1
- . . o 1
mistottu uuritava rea summa (osasummade jada piirviartus) on 7

x

Mirkus. Ratsionaalmurdude teooriast on teada, et korpuse Q(R[x]) element T2 esitub iihesel
zt+

moel algmurdude summana, kusjuures iga algmurru nimetajas on lineaarpoliinoom voi tema aste voi

reaalarvudes taandumatu ruutpoliinoom voi tema aste (lugejas on vastavalt 0- voi 1-astme poliinoom).

Niisiis algmurdudeks esituse leidmiseks on vaja koigepealt tegurdada poliinoom z* +22 41, kuni saame

taandumatud tegurid ringist R[z].

Selleks tegurdamiseks on mitu véimalust. Uks véimalus on selline:
st 1=+ 222+ 1) -2 = (22 +1)2 -2 = (2 + 1 —2)(2® + 1 + 2).

Teine voimalus on panna tihele, et poliinoom z* 4+ 2% + 1 € C[z] tegurdub kergesti lineaarteguriteni

kompleksarvudes, kuna tegu on biruutpoliinoomiga. Saame, et
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mistottu ,
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Grupeerides tegurid teisiti limber, saamegi, et

x4+x2+1=(x—e%i)-(a:—e%ﬂi)-(a:—e%ﬂi)~(x—e%ﬂi> =

:(xz—x+1)(x2+x+1).



Niisiis
x _ax+f yr + 0
2 4+1 x22—z+1 224z+1

ehk

r=(ax+pB)2*+z+1)+ (v +0)(z* —z+1). (1)
Siin kordajad «, 8, v, d méidrame kas avades molemal poolel sulud ja vordsustades kordajad (nt ndeme
kohe, et « +~v = 0, 8+ ¢ = 0 jms), voi valides vorduses (1) z-le mugavaid viértusi (voi molemat
korraga). To6tada voime soovi korral nii ringis R[z] kui ka ringis C[z], néiteks valides z = 0, z =i,

1

x = 1 jms. Tekkivast lineaarvorrandisiisteemist leiame, et « =v =0, § = 2 0= —5
. a) Kaigi selliste n-jarku maatriksite koguarv on 2"*, Uurime véimaluste arvu, saamaks mittenullist
determinanti.

Esimese rea voime valida suvaliselt, v.a. nullrida: selleks on 2™ — 1 voimalust. Teine rida ei tohi olla
esimese lineaarkattes ehk ei tohi olla esimese koopia ja ei tohi olla nullrida: 2" —2 véimalust. Uldiselt (k+
1). rida ei tohi olla eelmise k rea lineaarkattes, mille vektorite koguarv (kéikvoimalikud summad ning
nullrida) on 2, mistottu (k+4-1). rea moodustamiseks on 2" —2" véimalust. (Lineaarkatte moodustamisel
muid voimalusi ei tule kui summad, sest kordajateks saavad olla vaid 0 ja 1. Ukski kaks summat ei
vordu, muidu oleks mingite ridade mittetriviaalne lineaarkombinatsioon vordne nulliga.)

Kokku on mittenulliste determinantide koguarv
(2" —1)- (2" —2)--- (2" —2F) ... (2n — 2" 7)),

Otsitav tdendosus on jirelikult

an _1 92 _92 2n_2k 2n_2n71 1 1 1
pn: . o e = 1_7 . 1_ .« e 1_7 .
n n n n n 2n71 2

b) Saame, et

) a 1 1 =1 1
J:H;OPH—H<1‘21€>>2'(1—Z%>—4>0-

k=1

Mdrkus 1. Lopmatu korrutise

(- (3) ) - IT (- (3))

koonduvust on véimalik uurida logaritmi abil, nimelt logaritmi pidevuse tottu koondub osakorrutiste
jada mittenulliseks piirvairtuseks parajasti siis, kui koondub osakorrutiste logaritmide jada ehk jada

liikmetega
n 1 k n 1 k
g =m]] (1— (2) ) :Zln<1— (2> )
k=1 k=1

- @:1<17
k—o0 ln(lfz—k) 2

siis d’Alembert’i tunnuse kohaselt koondub uuritav jada (g,), jarelikult ka uuritav 16pmatu korrutis.

Kuna

Mirkus 2. Uuritav 16pmatu korrutis on Euleri funktsiooni

oo

¢(q) = [J(1—¢")

k=1

1
vairtus ¢ <2) .



4. Lahendus 1. Tingimus A" = FE annab, et maatriksi A minimaalne poliinoom p € Z[z] on tegur
poliinoomile z™ — 1. Olgu kompleksarvud e, &k = 0,1,...,n — 1 poliinoomi z” — 1 € Clz] juured
(n-astme tihejuured). Teadupérast iihejuured on kéik mittereaalsed, vilja arvatud ey = 1 ning paaris
n korral ka ez = —1.

Kuna minimaalne poliinoom on maatriksi karakteristliku poliinoomi tegur ning karakteristliku poliinoomi
aste on 2, siis on kaks varianti. Esiteks, kui degp = 1, on ainsad voimalused, et p = z—1 (seega A = F)
voi p = + 1 (seega A = —E, jarelikult A% = E).

Teiseks, kui degp = 2, siis on mingid kaks ey, e, (kus k # ¢) poliinoomi p juured (kui teda vaadelda
elemendina ringis C[z]), kusjuures €, = g =: ¢, sest p on reaalsete (isegi téisarvuliste) kordajatega.

1
Saame, et p = (z —¢)(z — &) = 22 — 2(Ree)x + 1. Muuseas Ree € Z, mistottu Ree € {O,:I:Q, j:l}.
Juhtum Ree = 0 tihendab, et p = 2° + 1, seega A2 + E = © ja jérelikult A* — F = ©. Sobiv maatriks
0 1
on A= ( 1 0 >

1
Juhtum Ree = 3 tdhendab, et p = x

. 0 1
maatriks on A = ( 11 )

2 _z 41, seega € on 6. astme algjuur, mistottu A® = E. Sobiv

1
Juhtum Ree = —= tihendab, et p = 22 + x + 1, seega € on 3. astme algjuur, mistottu A®> = E. Sobiv

. 0 1
maatriks on A = ( 1 )

Juhtumid Ree = +1 pole voimalikud, sest siis oleks p = (z —1)? véi p = (x4 1)?, aga kuna p | 2™ — 1,
ei saa poliinoomil p olla kordseid juuri.

Kokkuvéttes on koik variandid n € {1,2,3,4,6}.

Lahendus 2 (Hendrik Vija). Eeldame, et n > 2 (juhtum n = 1 lahendub triviaalselt). Paneme tihele,
et A% = (a+d)A— (det A)E. (Selle vorduse kehtivus on néhtav vahetu arvutamise teel, voi arvestades,
et maatriksi A karakteristliku poliinoomi det(A — zE) n — 1. astme liikme kordaja tuleb maatriksi jélg
tr A ning vabaliige tuleb poliinoomi vaartus kohal x = 0 ehk det A. Selliselt arutledes tuleb veel teada,
et maatriks ise rahuldab oma karakteristlikku vorrandit.)

Tingimus (det A)" = det(A"™) = det E = 1 annab, et det A € {1,—1}.

e Juhul, kui det A = —1, siis A> = (tr A)A + E, jérelikult A% = ((tr A)> +1)A + (tr A)F ning A* =

((tr A) + 2(tr A))A + ((tr A)*> + 1) E. Uldiselt saab induktsiooniga niidata, et A* = py(tr A)A +
g (tr A)E, kus poliinoomide jadad (px) ja (¢x) rahuldavad jargmisi tingimusi: gx = pr—1 ja pr =
T pk—1+qr-1,p1=1,¢ =0.
Ulesande tingimuste kohaselt peab kehtima teatava n korral A™ = E ehk pn(tr A) = 0jaq,(tr A) =
1. Juhul, kui |tr A| > 2, toestame induktsiooniga, et |py(tr A)| > |gi(tr A)|, siit ndhtub, et sellel
juhul pole véimalik téita tingimust A" = FE. Téepoolest, baasjuhul saame, et vorratus kehtib
triviaalselt (| tr A| > 1), sammu teostame jargnevalt:

pr(tr A) = [tr Al - |1 (tr A)] — [gr—1(tr A)| > [gr—1(tr A)[ - ([tr A = 1) = |gr—1(tr A)].

Analoogilise vorratuse toestame ka juhul, kui tr A = 1, siis saame, et py(tr A) = pr_1(tr A) +
qe—1(tr A) > 2qp_1(tr A) > qi—1(tr A).

Niisiis peab kehtima tr A = 0 voi tr A = —1. Kui tr A = 0, siis A2 = E, sobivaks maatriksiks on
A = —FE. Kui tr A = —1, siis saab matemaatilise induktsiooni teel toestada, et py(—1) = (—1)*F},
ja qr(—1) = (=1)* "' F,_1, kus (F},) on Fibonacci arvude jada. Seega pole véimalik, et p,,(—1) = 0
jaqn(—1)=1.



e Olgu niiiid det A = 1. Analoogiliselt eelmise punktiga tuletame seose A¥ = py.(tr A)A+ g (tr A)E,
kus poliinoomide jadad (pg) ja (gx) rahuldavad niiiid tingimusi g, = —pr—1 ja pr = T pr—1+qr—1-
Analoogselt eelnevaga annab ka niitid juhtum |tr A| > 2 samasuguse vastuolu.

Juhul tr A = 0 saame, et A2 = —F, mistottu A* = E.

Juhul tr A = 1 saame, et A> = —F, mistottu A® = E.

Juhul tr A = —1 saame, et A% = E.

Konkreetsed maatriksite ndited leiame koigi juhtude jaoks samamoodi nagu eelmises lahenduses.

5. Integraalarvutuse keskviirtusteoreemi, funktsiooni f pidevuse tottu léigus [a,b] ja f siirjektiivsuse
tottu leiduvad arvud z1,x3, x4 € [a,b] nii, et

b
[ @) do = s - a) = fla)(F) - Faa).
Rakendades funktsioonile f Lagrange’i keskviiirtusteoreemi 16igus otspunktidega zs ja x4, leiame, et

f(x3) = f(za) = f'(x2) (w3 — 24),

kus x5 asub punktide x3 ja x4 vahel. Pannes need kaks vordust kokku, saame otsitava tingimuse.



