
Matemaatika treeningv�oistlus

Tartu, 05.11.2021

1. Olgu n naturaalarv, n > 2, olgu maatriksid A,B,C ∈ Matn(R) sellised, et

ABC = E

(s�umbol E t�ahistagu n-j�arku �uhikmaatriksit). Tehke iga v�orduse kohta kindlaks, kas see kehtib alati
v�oi ei tarvitse m�one sellise maatriksite kolmiku A,B,C korral kehtida:

BAC = E, ACB = E, CAB = E, BCA = E, CBA = E.

2. Leidke rea
∞∑
k=1

k

k4 + k2 + 1

summa v�oi t�oestage, et see rida on hajuv.

3. T�ahistagu pn t�oen�aosust, et suvaliselt valitud elementidega maatriksi A ∈ Matn(Z2) determinant on
nullist erinev.

(a) Leidke pn v�a�artus.

(b) T�oestage, et leidub piirv�a�artus lim
n→∞

pn =: p > 0.

M�arkus. Korpuse Z2 = {0, 1} arvutusreeglid on teatavasti sellised, et liitmine ja korrutamine toimuvad
modulo 2, nii siis a+ 0 = a, 1 + 1 = 0, a · 0 = 0, 1 · 1 = 1, kus a ∈ Z2.

4. Leidke k�oik positiivsed t�aisarvud n, mille korral leidub t�aisarvmaatriks

A =

(
a b
c d

)
∈ Mat2(Z)

nii, et An = E ja Ak 6= E k�oigi t�aisarvude k = 1, . . . , n− 1 korral. (S�umbol E t�ahistab �uhikmaatriksit(
1 0
0 1

)
.)

5. Olgu funktsioon f : [a, b] → [a, b] s�urjektiivne ja diferentseeruv l�oigus [a, b]. T�oestage, et leiduvad
punktid x1, x2, x3, x4 ∈ [a, b] nii, et kehtib v�ordus∫ b

a

f(x) dx = f(x1)f ′(x2)(x3 − x4).
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1. Let the matrices A,B,C ∈ Matn(R) (where n is a natural number greater than 1) be such that

ABC = E

(the symbol E denotes the unit matrix of n-th order). Determine for all the following equalities whether
it always holds or may not hold for some such matrices A,B,C:

BAC = E, ACB = E, CAB = E, BCA = E, CBA = E.

2. Find the sum of the series
∞∑
k=1

k

k4 + k2 + 1

or prove that the series is divergent.

3. Denote by pn the probability that the determinant of a matrix A ∈ Matn(Z2) whose elements have
been chosen arbitrarily, is not zero.

(a) Find pn.

(b) Prove that there exists a limit lim
n→∞

pn =: p > 0.

Remark. As is known, calculation in the �eld Z2 = {0, 1} is de�ned in a way that addition and
multiplication are performed modulo 2, i.e., a+ 0 = a, 1 + 1 = 0, a · 0 = 0, 1 · 1 = 1, where a ∈ Z2.

4. Find all positive integers n for which there exists a matrix with integer elements

A =

(
a b
c d

)
∈ Mat2(Z)

such that An = E and Ak 6= E for all integers k = 1, . . . , n−1. (The symbol E denotes the unit matrix(
1 0
0 1

)
.)

5. Let the function f : [a, b]→ [a, b] be surjective and di�erentiable in [a, b]. Prove that there exist points
x1, x2, x3, x4 ∈ [a, b] such that ∫ b

a

f(x) dx = f(x1)f ′(x2)(x3 − x4).



Lahendused

1. KunaABC = E, siis (detA)·(detB)·(detC) = det(ABC) = detE = 1, j�arelikult on maatriksidA,B,C
k�oik p�o�oratavad. Saame, et CABC = C, millest C−1-ga paremalt korrutades leiame, et CAB = E;
analoogiliselt saame v�orduse BCA = E.

Valime n�u�ud maatriksid A ja B nii, et AB 6= BA, siis ABC 6= BAC (sest kui kehtiks ABC = BAC,
siis paremalt C−1-ga korrutades tuleks AB = BA, vastuolu). Analoogiliselt saame ka �ulej�a�anud kahe
v�orduse v�a�aramise.

Konkreetse kontran�aite koostamiseks on muidugi palju v�oimalusi. V�oime n�aiteks t�ahele panna, et(
1 2
3 4

)
·
(

2 1
4 3

)
6=
(

2 1
4 3

)
·
(

1 2
3 4

)
ning kui n > 2, siis �ulej�a�anud osas ½ j�atkata� neid

maatrikseid �uhikmaatriksiks (st. mujal nullid, peadiagonaalil �uhed).

2. Kuna
k4 + k2 + 1 = (k2 − k + 1)(k2 + k + 1),

siis
k

k4 + k2 + 1
=

1
2

k2 − k + 1
−

1
2

k2 + k + 1
= f(k − 1)− f(k),

kus

f(x) =
1
2

x2 + x+ 1
.

Niisiis
n∑

k=1

k

k4 + k2 + 1
=

n∑
k=1

(f(k − 1)− f(k)) = f(0)− f(n) =
1

2
·
(

1− 1

n2 + n+ 1

)
,

mist�ottu uuritava rea summa (osasummade jada piirv�a�artus) on
1

2
.

M�arkus. Ratsionaalmurdude teooriast on teada, et korpuse Q(R[x]) element
x

x4 + x2 + 1
esitub �uhesel

moel algmurdude summana, kusjuures iga algmurru nimetajas on lineaarpol�unoom v�oi tema aste v�oi
reaalarvudes taandumatu ruutpol�unoom v�oi tema aste (lugejas on vastavalt 0- v�oi 1-astme pol�unoom).
Niisiis algmurdudeks esituse leidmiseks on vaja k�oigepealt tegurdada pol�unoom x4+x2+1, kuni saame
taandumatud tegurid ringist R[x].

Selleks tegurdamiseks on mitu v�oimalust. �Uks v�oimalus on selline:

x4 + x2 + 1 = (x4 + 2x2 + 1)− x2 = (x2 + 1)2 − x2 = (x2 + 1− x)(x2 + 1 + x).

Teine v�oimalus on panna t�ahele, et pol�unoom x4 + x2 + 1 ∈ C[x] tegurdub kergesti lineaarteguriteni
kompleksarvudes, kuna tegu on biruutpol�unoomiga. Saame, et

t2 + t+ 1 = 0⇔ t =
−1± i

√
3

2
⇔ t = e±

2π
3 i,

mist�ottu
x4 + x2 + 1 =

(
x− e

π
3 i
)
·
(
x− e

4π
3 i
)
·
(
x− e

2π
3 i
)
·
(
x− e

5π
3 i
)
.

Grupeerides tegurid teisiti �umber, saamegi, et

x4 + x2 + 1 =
(
x− e

π
3 i
)
·
(
x− e

5π
3 i
)
·
(
x− e

2π
3 i
)
·
(
x− e

4π
3 i
)

=

= (x2 − x+ 1)(x2 + x+ 1).
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Niisiis
x

x4 + x2 + 1
=

αx+ β

x2 − x+ 1
+

γx+ δ

x2 + x+ 1

ehk
x = (αx+ β)(x2 + x+ 1) + (γx+ δ)(x2 − x+ 1). (1)

Siin kordajad α, β, γ, δ m�a�arame kas avades m�olemal poolel sulud ja v�ordsustades kordajad (nt n�aeme
kohe, et α + γ = 0, β + δ = 0 jms), v�oi valides v�orduses (1) x-le mugavaid v�a�artusi (v�oi m�olemat
korraga). T�o�otada v�oime soovi korral nii ringis R[x] kui ka ringis C[x], n�aiteks valides x = 0, x = i,

x = 1 jms. Tekkivast lineaarv�orrandis�usteemist leiame, et α = γ = 0, β =
1

2
, δ = −1

2
.

3. a) K�oigi selliste n-j�arku maatriksite koguarv on 2n
2

. Uurime v�oimaluste arvu, saamaks mittenullist
determinanti.

Esimese rea v�oime valida suvaliselt, v.a. nullrida: selleks on 2n − 1 v�oimalust. Teine rida ei tohi olla
esimese lineaarkattes ehk ei tohi olla esimese koopia ja ei tohi olla nullrida: 2n−2 v�oimalust. �Uldiselt (k+
1). rida ei tohi olla eelmise k rea lineaarkattes, mille vektorite koguarv (k�oikv�oimalikud summad ning
nullrida) on 2k, mist�ottu (k+1). rea moodustamiseks on 2n−2k v�oimalust. (Lineaarkatte moodustamisel
muid v�oimalusi ei tule kui summad, sest kordajateks saavad olla vaid 0 ja 1. �Ukski kaks summat ei
v�ordu, muidu oleks mingite ridade mittetriviaalne lineaarkombinatsioon v�ordne nulliga.)

Kokku on mittenulliste determinantide koguarv

(2n − 1) · (2n − 2) · · · (2n − 2k) · · · (2n − 2n−1).

Otsitav t�oen�aosus on j�arelikult

pn =
2n − 1

2n
· 2n − 2

2n
· · · 2

n − 2k

2n
· · · 2

n − 2n−1

2n
=

(
1− 1

2n

)
·
(

1− 1

2n−1

)
· · ·
(

1− 1

2

)
.

b) Saame, et

lim
n→∞

pn =

∞∏
k=1

(
1− 1

2k

)
>

1

2
·

(
1−

∞∑
k=2

1

2k

)
=

1

4
> 0.

M�arkus 1. L�opmatu korrutise

∞∏
k=1

(
1−

(
1

2

)k
)

= lim
n→∞

n∏
k=1

(
1−

(
1

2

)k
)

koonduvust on v�oimalik uurida logaritmi abil, nimelt logaritmi pidevuse t�ottu koondub osakorrutiste
jada mittenulliseks piirv�a�artuseks parajasti siis, kui koondub osakorrutiste logaritmide jada ehk jada
liikmetega

qn = ln

n∏
k=1

(
1−

(
1

2

)k
)

=

n∑
k=1

ln

(
1−

(
1

2

)k
)

Kuna

lim
k→∞

ln
(
1− 1

2k+1

)
ln
(
1− 1

2k

) =
1

2
< 1,

siis d'Alembert'i tunnuse kohaselt koondub uuritav jada (qn), j�arelikult ka uuritav l�opmatu korrutis.

M�arkus 2. Uuritav l�opmatu korrutis on Euleri funktsiooni

φ(q) =

∞∏
k=1

(1− qk)

v�a�artus φ

(
1

2

)
.
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4. Lahendus 1. Tingimus An = E annab, et maatriksi A minimaalne pol�unoom p ∈ Z[x] on tegur
pol�unoomile xn − 1. Olgu kompleksarvud εk, k = 0, 1, . . . , n − 1 pol�unoomi xn − 1 ∈ C[x] juured
(n-astme �uhejuured). Teadup�arast �uhejuured on k�oik mittereaalsed, v�alja arvatud ε0 = 1 ning paaris
n korral ka εn

2
= −1.

Kuna minimaalne pol�unoom on maatriksi karakteristliku pol�unoomi tegur ning karakteristliku pol�unoomi
aste on 2, siis on kaks varianti. Esiteks, kui deg p = 1, on ainsad v�oimalused, et p = x−1 (seega A = E)
v�oi p = x+ 1 (seega A = −E, j�arelikult A2 = E).

Teiseks, kui deg p = 2, siis on mingid kaks εk, ε` (kus k 6= `) pol�unoomi p juured (kui teda vaadelda
elemendina ringis C[x]), kusjuures ε` = εk =: ε, sest p on reaalsete (isegi t�aisarvuliste) kordajatega.

Saame, et p = (x− ε)(x− ε) = x2 − 2(Re ε)x+ 1. Muuseas Re ε ∈ Z, mist�ottu Re ε ∈
{

0,±1

2
,±1

}
.

Juhtum Re ε = 0 t�ahendab, et p = x2 + 1, seega A2 +E = Θ ja j�arelikult A4 −E = Θ. Sobiv maatriks

on A =

(
0 1
−1 0

)
.

Juhtum Re ε =
1

2
t�ahendab, et p = x2 − x + 1, seega ε on 6. astme algjuur, mist�ottu A6 = E. Sobiv

maatriks on A =

(
0 1
−1 1

)
.

Juhtum Re ε = −1

2
t�ahendab, et p = x2 + x+ 1, seega ε on 3. astme algjuur, mist�ottu A3 = E. Sobiv

maatriks on A =

(
0 1
−1 −1

)
.

Juhtumid Re ε = ±1 pole v�oimalikud, sest siis oleks p = (x− 1)2 v�oi p = (x+ 1)2, aga kuna p | xn− 1,
ei saa pol�unoomil p olla kordseid juuri.

Kokkuv�ottes on k�oik variandid n ∈ {1, 2, 3, 4, 6}.
Lahendus 2 (Hendrik Vija). Eeldame, et n > 2 (juhtum n = 1 lahendub triviaalselt). Paneme t�ahele,
et A2 = (a+d)A− (detA)E. (Selle v�orduse kehtivus on n�ahtav vahetu arvutamise teel, v�oi arvestades,
et maatriksi A karakteristliku pol�unoomi det(A−xE) n− 1. astme liikme kordaja tuleb maatriksi j�alg
trA ning vabaliige tuleb pol�unoomi v�a�artus kohal x = 0 ehk detA. Selliselt arutledes tuleb veel teada,
et maatriks ise rahuldab oma karakteristlikku v�orrandit.)

Tingimus (detA)n = det(An) = detE = 1 annab, et detA ∈ {1,−1}.

� Juhul, kui detA = −1, siis A2 = (trA)A+E, j�arelikult A3 = ((trA)2 + 1)A+ (trA)E ning A4 =
((trA)3 + 2(trA))A+ ((trA)2 + 1)E. �Uldiselt saab induktsiooniga n�aidata, et Ak = pk(trA)A+
qk(trA)E, kus pol�unoomide jadad (pk) ja (qk) rahuldavad j�argmisi tingimusi: qk = pk−1 ja pk =
x · pk−1 + qk−1, p1 = 1, q1 = 0.
�Ulesande tingimuste kohaselt peab kehtima teatava n korralAn = E ehk pn(trA) = 0 ja qn(trA) =
1. Juhul, kui | trA| > 2, t�oestame induktsiooniga, et |pk(trA)| > |qk(trA)|, siit n�ahtub, et sellel
juhul pole v�oimalik t�aita tingimust An = E. T�oepoolest, baasjuhul saame, et v�orratus kehtib
triviaalselt (| trA| > 1), sammu teostame j�argnevalt:

|pk(trA)| > | trA| · |pk−1(trA)| − |qk−1(trA)| > |qk−1(trA)| · (| trA| − 1) > |qk−1(trA)|.

Analoogilise v�orratuse t�oestame ka juhul, kui trA = 1, siis saame, et pk(trA) = pk−1(trA) +
qk−1(trA) > 2qk−1(trA) > qk−1(trA).

Niisiis peab kehtima trA = 0 v�oi trA = −1. Kui trA = 0, siis A2 = E, sobivaks maatriksiks on
A = −E. Kui trA = −1, siis saab matemaatilise induktsiooni teel t�oestada, et pk(−1) = (−1)kFk

ja qk(−1) = (−1)k−1Fk−1, kus (Fk) on Fibonacci arvude jada. Seega pole v�oimalik, et pn(−1) = 0
ja qn(−1) = 1.
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� Olgu n�u�ud detA = 1. Analoogiliselt eelmise punktiga tuletame seose Ak = pk(trA)A+qk(trA)E,
kus pol�unoomide jadad (pk) ja (qk) rahuldavad n�u�ud tingimusi qk = −pk−1 ja pk = x ·pk−1+qk−1.
Analoogselt eelnevaga annab ka n�u�ud juhtum | trA| > 2 samasuguse vastuolu.

Juhul trA = 0 saame, et A2 = −E, mist�ottu A4 = E.

Juhul trA = 1 saame, et A3 = −E, mist�ottu A6 = E.

Juhul trA = −1 saame, et A3 = E.

Konkreetsed maatriksite n�aited leiame k�oigi juhtude jaoks samamoodi nagu eelmises lahenduses.

5. Integraalarvutuse keskv�a�artusteoreemi, funktsiooni f pidevuse t�ottu l�oigus [a, b] ja f s�urjektiivsuse
t�ottu leiduvad arvud x1, x3, x4 ∈ [a, b] nii, et∫ b

a

f(x) dx = f(x1)(b− a) = f(x1)(f(x3)− f(x4)).

Rakendades funktsioonile f Lagrange'i keskv�a�artusteoreemi l�oigus otspunktidega x3 ja x4, leiame, et

f(x3)− f(x4) = f ′(x2)(x3 − x4),

kus x2 asub punktide x3 ja x4 vahel. Pannes need kaks v�ordust kokku, saame otsitava tingimuse.
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