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Ulesanded

1. Olgu n positiivne taisarv ja olgu A,, selline n xn maatriks, mille peadiagonaalil
on nullid ja tilejadnud kohtades iihed. Arvutada maatriksi A, determinant.

2. Olgu n positiivne taisarv ning olgu antud reaalarvud z; < ... < x,. Vaatleme
jargmisi véiteid:
A) leiduvad reaalarvud yo < ... < ¥y, nii, et iga i = 1,...,n korral kehtib
Ty = %(yi—l +Yi);
B) iga positiivse paaritu taisarvu k jaiga j = 1,...,n — k korral kehtib
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Kas véitest A jareldub vdide B? Kas véitest B jareldub véide A?

3. Olgu f : [0,00) — R selline funktsioon, et f(0) = 0. Vaatleme jargmisi
vaiteid:

A) suvaliste x,y € [0,00) ja A € (0,1) korral kehtib vorratus
S =Nz +y) = (1 =N f(2) +Af(y);
B) suvaliste a,b € [0, 00) korral kehtib vorratus f(a +b) < f(a) + f(b).

Kas vaitest A jareldub viide B? Kas véitest B jareldub véide A?

4. Vaatleme funktsioonide hulka
F={f:R—R| fonpidev, Vx € R: f(f(z)) =2+ 1}.
Leida hulga
{f(x)—x| feF, veR}

infiimum ja supreemum.

5. Olgu n positiivne téisarv ja olgu M = Mat,(Z,). Olgu P hulga M selline
alamhulk, mis koosneb koigist maatriksitest, mille igas reas ja igas veerus
on tépselt iiks nullist erinev element. Olgu ~ vihim ekvivalentsiseos hulgal
M, mis sisaldab koiki paare kujul (A, B), kus A — B € P. Leida seose ~
ekvivalentsiklaaside arv.



Lahendused

1. Vastus: det A, = (n — 1)(—1)""1,

Lahendus. Vaatleme maatriksi A,, determinanti. Liidame esimesele reale koik
tilejadnud read. Esimese rea koik elemendid vorduvad niiiid (n — 1)-ga. Viime
n — 1 determinandi ette. Esimese rea koik elemendid vorduvad niiiid iihega.
Lahutame esimese rea koigist iilejaanud ridadest. Allpool peadiagonaali on
niitid nullid ja peadiagonaalil iiks ja n — 1 miinus iihte. Determinandi vaéartus

n—1

on seega (—1)""1 koos vilja toodud teguriga (n — 1)(—1)

2. Vastus: viited A ja B on samavéairsed.

Lahendus. Iga v =1,...,n—1 korral tdhistame d; = x;,1 — x;. Paneme téhele,
et vidide A on samavéirne viitega, et leidub selline reaalarv gy, et seostega
y; = 2x; —y;—1 (1 =1,...,n) defineeritud arvud y, ..., y, rahuldavad ahelat
Yo < ... < Yn. Olgu yo suvaline reaalarv ja olgu arvud yy, ..., y, defineeritud
nagu enne. Iga ¢ = 1,...,n korral tdhistame v; = x; — y;,_;. Paneme téahele, et

vorduse T; = %(yz‘ﬂ + y;) tottu on vorratus y;_; < y; samavadrne vorratusega

Yi—1 < x; ehk v; > 0. Seega on ahela yy < ... < ¥y, kehtivus samavaarne
sellega, et arvud v;, ..., v, on positiivsed.
Néitame, et iga mittenegatiivse taisarvu k jaiga 7 =1,...,n — k korral on

vorratus v,y > 0 samavadrne vorratusega
k-1
(—1)* (fuj - Z(—l)%djﬂ-) > 0.
i=0

Kui £ = 0, on samavéarsus ilmne. Oletame, et samavéarsus kehtib mingi k
korral, ja néitame, et see kehtib ka k + 1 korral. Olgu j € {1,...,n — k — 1}.

Induktsiooni eeldusest saame
k—1
(—1)F (vjﬂ — Z(—l)ldﬁlﬂ-) > 0.
i=0
Teisendame vasakut poolt:

(—1)" (Uj-i-l - kzi(—l)idﬁm) =(-1)" (dj A ]:z:;i(_l)idﬁm) -

=0

= (-1 (0 + I:Z_:(—wm) = 14 (o - i(—l)idg‘ﬂ')-

1=0

Sellega on samavéirsus k + 1 jaoks toestatud.



Valime toestaud viites niiiid £k = 0,...,n — 1 ja j = 1. Saame, et vorratused

vy > 0,...,v, > 0 on samavaarsed vorratustega
k—1
S CRTED SE N Y
i=0
kus k = 0,...,n — 1. Vorratusi v; > 0,...,v, > 0 toesteks muutva arvu

1o olemasolu on seega samavairne sellega, et leidub selline arv X, et iga
k=20,...,n—1 korral

Paaris k jaoks saame
X>0, X>dy—dy, X >dy—doy+ds—d,...
ja paaritute k jaoks saame
X<dy, X<dy—do+dsy, X<dy—do+ds—dy+ds...

Vilja toodud vorratusi rahuldav arv X leidub parajasti siis, kui koik alam-

tokked on viiksemad koigist iilemtoketest.

Kui vordleme alamtokkeid vihemalt sama suure jarjekorranumbriga iilemiste
toketega, saame viite B vorratused paaritu j jaoks. Kui vordleme alamtokkeid
viaiksema jarjekorranumbriga iilemiste toketega, saame samad vorratused

paaris j jaoks.

. Vastus: vaitest A jareldub viide B, vastupidine implikatsioon ei kehti.

Lahendus. Naitame, et vaitest A jareldub vdide B. Eeldame, et A kehtib.

Esmalt naitame, et kui 0 < x1 < x5 < x3, siis

f(Iz) - f(xl) f($3) - f($3)

> .
To — I XT3 — T2

Defineerime A = £2=1. Paneme téihele, et A € (0,1) ja 22 = (1 — M)x1 + Azs.

3
Eelduse A kohaselt saame

f(x2) > (L =N f(z1) + A f(23) <
(1 =X f(@2) + Af(22) = (1= A)f21) + Af(23) =
(1= (f(z2) = f(z1)) = A(f(x3) = f(22)) <=
o () = f(a0) 2 2 (f) — f) =

w



f(x2) — f(z1) N f(x3) — f(2)

To — X1 - T3 — To

Néiitame niiiid, et kehtib B. Olgu a,b € [0, 00). Uldisust kitsendamata véime
eeldada, et a < b. Paneme téhele, et eelduse f(0) = 0 tottu on vorratuse
fla+b) < f(a)+ f(b) kehtivus ilmne, kui a = 0. Seega voime eeldada, et
0 < a <b. Vaatleme esmalt juhtu a = b. Toestatav vorratus votab siis kuju
f(2a) < 2f(a). Rakendame eelnevalt toestatud vaidet, vottes 1 =0, 29 = a

ja x3 = 2a. Eeldust f(0) = 0 arvestades saame tulemuseks

fla) = £(O) _ fR0)~ fl@)
a—20 - 20 —a
f@)  Jeo)—f@)

Vaatleme niitid juhtu 0 < a < b. Rakendame eelnevalt toestatud vaidet
komplektidele 1 =0, z9 = a, v3 = b ja x1 = a, v9 = b, xr3 = a + b. Pannes

saadud vorratused kokku, jouame vorratuseni

fla) , flatb) = f(b)
fla) = fla+0b) = f(b) <
fla)+ f(b) = f(a+D).

Sellega oleme néidanud, et viitest A jareldub toepoolest viide B.

Niitame niitid, et leidub vordust f(0) = 0 rahuldav funktsioon f : [0, 00) — R,
mille puhul kehtib B, kuid mitte A.

Otsime 16pliku arvu solmedega tiikiti lineaarsete funktsioonide seast. Selline
funktsioon rahuldab véidet A parajasti siis, kui iga jargmise 16igu tous on
vaiksem kui eelmise oma. Seega on meil vaja funktsiooni, kus vihemalt iihes
solmes kehtib vastupidine. Paneme aga tahele, et esimese solme puhul peab
teise 1oigu tous olema véiksem kui esimese oma. T'oepoolest, vastasel juhul
saame vastuolu viitega B, kui votame b vordseks esimese solmega ja a piisavalt

vaikese.

Siit saame teha jarelduse, et solmesid peab olema vdhemalt kaks. Otsime
kontranéidet kahe solmega funktsioonide seast. Olgu t1, 5 ja t3 kolme osa

tousud ning ¢;5 koordinaatide alguspunkti ja teist solme iithendava loigu tous.



Viite B kehtivuseks on vajalik, et to < t; ja t3 < t15. Viite A mittekehtivuseks

on aga vajalik, et t3 > t5.

Neid tingimusi rahuldavad funktsioonid ilmselt leiduvad. Uks konkreetne

funktsioon on néaiteks selline:

z, 0<z<1;
flz)=491, 1<z<2;
/2, 2<ux.

. Vastus: infiimum on null ja supreemum on iiks.

Lahendus. Olgu f € F ning olgu f* : R — R defineeritud kui f*(z) = f(x)—=x.
Kui moéne z € R korral f(z) = z, siis f(f(z)) =  # x + 1. Jarelikult
f(z) # x ehk f*(x) # 0 iga = € R korral. Kui mone z € R ja mone y € R
korral f*(z) < 0 ja f*(y) > 0, siis f* pidevuse tottu leidub ¢ € R nii, et
f*(c¢) = 0. Niisiis kas f* on koikjal positiivne voi on f* kéikjal negatiivne.
Kui f* on koikjal negatiivne, siis f(z) < 2z iga € R jaoks ning seega
f(f(x)) < f(z) < 2 < z+1iga x € R korral. Jarelikult on f* koikjal
positiivne ehk f(x) > x iga x € R korral. Kui méne = € R puhul f*(z) > 1,
siis f(f(x)) > f(x) = x+ f*(x) > x+1. Niisiis iga € R korral f*(z) € (0, 1).
Veendume jérgnevas, et iga o € (0, 1) puhul on olemas f € F' ja z € R nii, et
f(z) —z=qa.

Kirjeldame iiht viisi, kuidas konstrueerida hulka F' kuuluvat funktsiooni. Olgu
x( suvaline reaalarv ning olgu f§ : [xo, o + %] — R suvaline pidev funktsioon,

mis rahuldab tingimusi:

(a) fo(zo) = f5(zo +3) = 3.

(b) Va,y € [wo,a0 + 1], @ <y : BOLE@ 5

Defineerime funktsiooni f*: R — R jargmisel viisil. Esiteks, kehtigu iga x €
(20,20 + 1) korral f*(z) = f;(z). Laiendame funktsiooni miéramispiirkonna
hulgani [z, zg + 1). Selleks vaatleme funktsiooni fy : [z, o + %) — R, mis
on defineeritud seosega fo(z) = = + fi(z). Kuna funktsioon f; on pidev, siis
pidev on ka funktsioon fy. Kui z,y € [xg, 2o + %) ja x <y, siis funktsiooni
fo kohta tehtud eelduste kohaselt

foly) = fo(x)

y— >-1 = fiy)—fo@)>z—y = y+[iy) >z + f5(@)

Seega on funktsioon fy rangelt kasvav. Kuna fy : [zg, zo + %) — R on pidev
ja rangelt kasvav ning fo(zo) = 2o + 1 ja Hm, 1 fo(z) = xo + 1, siis fy
on bijektsioon intervallide [z, xo + %) ja [xo + %, zo + 1) vahel ning ;' on

pidev bijektsioon intervallist [zg+ £,z + 1) intervalli [zo, 79+ 5 ). Defineerime

D



niiiid iga « € [2o + 3, z9 + 1) korral f*(z) =1 — f*(fy "' (x)). Paneme téhele,
et f*][x0+%7x0+1) on pidev ning f*(zg + 1) = lim, 4 41 f*(2) = 1. Lopuks
laiendame funktsiooni f* tervele reaalteljele nii, et see oleks perioodiline
perioodiga 1. Tulemuseks on pidev funktsioon f* : R — R. Defineerime
pideva funktsiooni f : R — R seosega f(x) = = + f*(x). Veendume, et see
rahuldab seost f(f(x)) = x + 1. Teisendame selle seose:

Jf@) = +1 < fl@)+f(f@) =a+1 <
p @)+ et @) =a+1 < @)+ e+ f2) =1

Kuna funktsioon f* on perioodiline perioodiga 1, siis piisab ndidata vorduse
f*(z) + f*(x + f*(x)) = 1 kehtivust vaid kdigi = € [z, zo + 1) jaoks. Olgu
T € [zg,x0 + 3) suvaline. Téhistame y = fo(z). Siis = fy '(y) ning f*
definitsiooni jérgi kehtib

F)=1- (') = Ffolr) =1~ f(x) =
@)+ f(folx) =1 = fa)+ f(x+ f(2) =1L

Olgu niiiid y € [z + 5, zo + 1) suvaline. Téhistame x = f; ' (y). Siis y = fo(x)
ning f* definitsiooni jéargi

fy)=1-ff'y) = fFly=1-f() =

y+f ) =y+1-f2) = y+ 'y =folz) +1- f(z) =
y+fy=z+f(@)+1-f) = y+ [ yY=2+1 =
ffly+ ) =f+1).

Kuna f* on perioodiline perioodiga 1, siis saame f*(z+1) = f*(x) ning seega

@+ y+ W)=+ @)=t @)+ @)=
[@) + e+ fH(2) =1,

kus viimane vordus kehtib sellepérast, et © € [zg, 2o+ %) Kokkuvottes olemegi
nédidanud, et vordus f*(z) + f*(z + f*(z)) = 1 on tdene iga = € [xg, zo + 1)
ning jarelikult ka iga x € R jaoks.

Etteantud ¢ € (0, 1) korral voime votta zo = 0 ning defineerida funktsiooni

f¢ +[0,1] — R nii, et valime mingi §' € (0,3 — &) (nditeks &' = (3 — 9)),

defineerime f3(0) = f3(3) =1 ja f;(6') = 3 + 6 ning laseme funktsioonil f;

olla lineaarne loikudes [0, '] ja [¢', 3]. Selliselt defineeritud funktsioon f§ on



pidev, kusjuures avaldise w vaikseim voimalik vadrtus on

3

)= fi(0) _5-G+) =6 =6 _

s T T 4] '

Saadud funktsioon rahuldab seega koiki vajalikke tingimusi. Kirjeldatud
konstruktsioon annab tulemuseks funktsiooni f € F', mille puhul f(¢’) — ¢’ =
f(8") = 1 + 6. Analoogiliselt voime néidata, et etteantud ¢ € (0, 5) korral
leidub f € F ja ¢’ € Rnii, et f(8') — " = 5 — . Selleks peame defineerime
ja fi nagu enne, asendades ¢’ ja f;(d') definitsioonid jargmisega: ¢’ € (4, %)
(naiteks &' = 3(1+0)) ja f3(0') = § — 6. Avaldise L0000 viijkseim voimalik
vaartus on seejuures

fo(0) —£5(0) _5-0-5 -0 _ =9

y—o & & 5 -t

Kokkuvottes olemegi ndidanud, et iga o € (0,1) korral leiduvad f € F' ja
x € R nii, et f(z) — x = «a. Niisiis otsitavad infiimum ja supreemum on

vastavalt null ja iiks.

Mirkus. Iga funktsioon f € F' on saadav eespool kirjeldatud konstruktsiooni
abil. Olgu f € F suvaline. Vaatleme funktsiooni f*: R — R, f*(z) = f(z)—=.
Kui leiduvad z,y € R nii, et f*(z) < 5 ja f*(y) > 3, siis pidevuse tottu leidub
¢ € R, mille puhul f*(c) = . Kui iga = € R korral kehtiks f*(z) > 1, siis iga
z € Rkorral oleks f(f(2)) = f(x)+f*(f(x)) > f(x)+5 = v+ f*(2)+5 > a+1.
Analoogiliselt, kui iga x € R korral kehtiks f*(z) < %, siis iga z € R korral
oleks f(f(z)) = f(z) + f*(f(z)) < f(z) + 3 =2+ f*(x) + 3 <z + 1. Siit
voime teha jérelduse, et peab kindlasti leiduma punkt ¢ € R nii, et f*(c¢) = %
Defineerime zo = ¢ ning f5 = f*[; 4 1+1)- Kontrollime, et f¢ rahuldab
konstruktsioonis toodud tingimusi. Ilmselt on f pidev ning rahuldab seost
f§(zo) = 3. Seosest f(f(z)) =z + 1 saame vorduse f*(z) + f*(z+ f*(z)) = 1.
Pannes = asemele xg, saame f*(zq + %) = % Kui leiduvad z,y € [xo, 2o + %]
nii, et x < y ja W = —1,siisz+ f*(z) =y + f*(y) ehk f(z) = f(y),
millest f(f(z)) = f(f(y)) ehk z + 1 = y + 1, mis ldheb vastuollu eeldusega
z < y. Oletame, et leiduvad z,y € [z, 2o+ 3] nii, et z < y ja W < -1

Vaatleme funktsiooni « : [0, 1] — R, mis on defineeritud seosega

f*<(1 — Ay + Mo + %)) — f*((l — Nz + )\x0>
B (1_>\)y+)\($0+%)—(1—)\)x—)\x0 ’

Kuna iga A € [0, 1] korral on viimase murru nimetaja positiivne, siis defi-

nitsioon on korrektne ning tegemist on pideva funktsiooniga. Kuna «(0) =

[ y)—f(=)
y—x

A € (0,1) nii, et a(A) = —1, mis ldheb aga eelnevaga vastuollu. Kokkuvottes

< —1 ning a(l) = 0 > —1, siis pidevuse tottu peab leiduma

7



oleme naidanud, et % >

oleme veendunud, et f; rahuldab koiki noutud tingimusi. On jadnud veenduda,

—1, kui z,y € [xg, o + %] ja x < y. Sellega

et konstruktsiooni tulemuseks olev funktsioon klapib funktsiooniga f.

. Vastus: 22772,

Lahendus. Tahistagu M* hulga M alamhulka, mis koosneb parajasti sellistest
maatriksitest, mille koik nullist erinevad elemendid asuvad kas esimeses veerus
vOi esimeses reas, aga mitte esimese rea viimases lahtris. Maatriksi X € M
korral tahistagu [X]|. selle ekvivalentsiklassi. Tahistagu M/ ~ faktorhulka
ehk koigi ekvivalentsiklasside hulka.

Paneme téhele, et A, B € M puhul kehtib A ~ B parajasti siis, kui leidub
hulga P selline alamhulk S, et B=A+ > ¢ X.

Paneme téhele, et hulka M* kuuluvate maatriksite puhul on téapselt 2n — 2
kohta, kus voivad asuda nii nullid kui ithed (n kohta esimeses veerus ja veel
n — 2 kohta esimeses reas). Seega on hulga M* elementide arv ilmselt 22"~2,
Kui niitame, et seos X +— [X]. defineerib bijektsiooni hulgast M* hulka

M/ ~, siis saame jireldada, et ka hulga M/ ~ elementide arv on 2" 2.

Toestame injektiivsuse. Olgu X7, Xy € M* ja olgu X; ~ X5. Peame néitama,
et X7 = Xs. Kuna X7 ~ Xy, siis Xo = X7 + EXESX, kus S on hulga P
mingi alamhulk. Kuna maatriksite X; ja X5 viimastes veergudes on nullid, siis

hulga S elementide arv peab olema paaris. Kuna |S| on paaris ja maatriksite

X ja Xy veergudes 2,...,n — 1 on nullid alates teisest reast, siis maatriksi
X esimese rea elemendid 2,...,n — 1 peavad olema samad mis maatriksis
X5. Analoogiliselt saame, et maatriksi X; esimese veeru elemendid 2,...,n

peavad olema samad mis maatriksis Xs. Seega voivad maatriksid X; ja X,
erineda iiksnes esimese veeru esimese rea elemendis. Kuna aga |S| on paaris,
siis peab ka see element kahes maatriksis sama olema. Niisiis toepoolest
Xl - XQ.

Enne siirjektiivsuse néditamist toestame iihe abitulemuse. Olgu iy, i, j1, jo €
{1,...,n}, i1 < ig, j1 < jo. Tahistagu N (i1, s, j1,72) € M maatriksit, millel
on iihed lahtrites (i, j1), (i1, 2), (i2,71), (i2,72) ja nullid {ilejaddnud kohtades.
Naitame, et iga A € M puhul A ~ A + N(iy,1s, j1, j2). Piisab néidata, et
N (iy,1i2, j1, j2) esitub hulka P kuuluvate maatriksite summana. Olgu oy mingi
bijektsioon hulgast {1,...,n}\{i1,i2} hulka {1,...,n}\ {j1, 2} Defineerime
bijektsioonid o,0” : {1,...,n} — {1,...,n} seostega o(i1) = ji1, o(iz) = Jo,
o'(iy) = ja, 0'(ia) = j1 ja seosega o (i) = o'(i) = 0¢(i) juhul ¢ € {1,...,n}\
{i1,42}. Olgu S maatriks, millel on iihed lahtrites (¢, 0(7)), kus i € {1,...,n},
ja nullid tlejadnud kohtades. Olgu S” analoogiline maatriks permutatsiooni
o’ jaoks. Paneme téhele, et S| S" € P ja N(iy,ia,71,72) =S+ 5.



Toestame niiiid, et funktsioon on ka stirjektiivne. Olgu Y € M suvaline. Peame
niditama, et leidub selline X € M* et X ~ Y. Teeme seda nii, et asendame
maatriksit ¥ mone ekvivalentse maatriksiga ning kordame operatsiooni seni,

kuni jouame maatriksini hulgast M™*.

Kui maatriksi Y viimases veerus on paaritu arv iihtesid, siis liidame maat-
riksile Y suvalise maatriksi hulgast P. Niilid on maatriksi Y viimases vee-
rus paaris arv iihtesid. Kui viimases veerus ei ole iihtegi iihte, siis liigume

kohe jargmise sammu juurde. Vastasel juhul jaotame vastavate ridade in-

deksid paarideks (i1,1}),..., (ix, 1)) ja liidame maatriksi Y juurde jarjest
maatriksid N (iy, 7}, 1,n),..., N(ig, i}, 1,n). Niiiid on maatriksi Y viimases
veerus ainult nullid. Vaatleme kdiki paare (7, j), mille puhul 7 € {2,...,n},

j€{2,....,n—1}jaY;; = 1. Iga sellise paari (7, j) jaoks liidame maatriksile Y’
maatriksi N (1,4, 1, 7). Kui oleme l6petanud, on tulemuseks maatriks hulgast
M.



