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Ulesanded

1. Olgu (a,)$2, rangelt kasvav positiivsete tdisarvude jada. Vaatleme jargmisi
vaiteid:

A) rida 337, -t koondub;

n=

B) jada (—= )OO_1 on tokestatud.

an+4+1—0an / n=

Kas viitest A jareldub viide B? Kas viitest B jareldub véide A?

2. Abel ja Banach elavad samas kiilas. Selle kiila igal elanikul on tépselt k£ sopra
teiste selle kiila elanike seast. Abel ja Banach pole sobrad ning neil pole ka
iihtegi iihist sopra kiila iilejadnud elanike seast. Leida vaadeldava kiila elanike
arvu koik voimalikud véartused.

3. Olgu A reaalarv ning olgu «, 8 : R — R sellised diferentseeruvad funktsioonid,
et

lim «(t) = lim (t) = oo
t—o0 t—o0

ning funktsioonid «, 3, ¢/, 5" on kogu reaalteljel positiivsed. Toestada, et kui

lim (m (a(t)a/(t)) — In (B(t)ﬁ’(t))) — A,

t—o0
siis

lim (m (a(t)/a(t)) — In (B(t) /ﬁ’(t))) ~0.

t—o00

4. Olgu ag =1 ja by = 3. Iga n > 1 korral kehtigu

(n? 4+ 4n + 2)a, 1 + 2b, 4 " (n? 4+ 4n + 2)b,_1 + 2a, 4
ay = , b, = )
n?+4n + 3 n?+4n + 3
Leida piirvaartused lim,, a,, ja lim,, b,,.
5. Olgu n positiivne taisarv. Leida sellised téaisarvud Ay, ..., \,, et

> kY = (n+ 1)
k=1

iga a = 1,...,n korral, voi nédidata, et selliseid taisarve ei leidu.



Lahendused

1. Néiitame, et viitest B jareldub vdide A. Olgu K = sup{—=— : n > 1} ning

An+4+1—0n
olgu N mingi positiivne tédisarv. Kuna iga indeksi n = 1,..., N korral kehtib

n < K(ap41 — ay), siis summerides antud seosed saame

N(N +1 N(N +1

(THSK(CLN+1_CL1) E %+KG1SKCLN+1 —

NN+1) R 2K _2K

_— a a ey
2K b= ant1 ~ N2+ N +2Ka, = N?

Kuna rida " y_, + koondub, siis koondub ka rida Y o2 L

n=1 an ”

Poordvaide ei kehti. Kontranaiteks sobib jada
(an)py = (1%, 1241, 2%, 22 +1, 3%, 374+ 1,...).

Selle jada puhul

=1 = /1 1 =, 2
;a:;(ﬁ+n2+1)<;ﬁ<°@’

n
n+1—0an

kuid iga paaritu n korral a,; — a,, = 1, mistottu - = n, seega jada

(—= )Zozl pole tokestatud.

An41—0an

2. Olgu kiila elanike arv n. Kuna Abelil ja Banachil on kummalgi k£ sopra ning

tihiseid sopru Abelil ja Banachil ei ole, siis n > 2k + 2.

Vaatleme juhtu, kus £ on paaris. Naitame, et sellisel juhul voib n olla iga
tdisarv, mis ei ole viaiksem kui 2k +2. Vaatleme kiila, milles on vihemalt 2k +-2
maja, kusjuures igas majas elab iiks inimene ning majad asetsevad iihel ringil
vordsete vahemaade tagant. Olgu iga inimene sober tema £ ldhima naabriga:
k/2 naabrit iihele poole ja k/2 naabrit teisele poole. Kui me votame kaks
inimest, kelle majade vahele jaab k maja, siis need pole iiksteisega sobrad ega
oma iihtegi iihist sopra (sellised inimesed leiduvad tdnu eeldusele, et kiilas on
vahemalt 2k + 2 elanikku).

Olgu niiiid £ paaritu, siis £ = 2 + 1, kus [ on mingi mittenegatiivne téisarv.
Kuna iga inimene omab k sopra, siis kiilas on tépselt nk/2 soprussuhet. Siit
jareldub, et n peab olema paaris. Néditame, et n tohib olla iga paaris taisarv,
mis ei ole viiksem kui 2k + 2. Vaatleme samasugust kiila nagu eelmises
ndites. Olgu elanike arv niitid paaris. Olgu iga inimene X sober temaga
vastatikku elava inimesega Y (olemas, sest elanike arv on paaris) ning iga
inimesega, kes elab 27 sammu kaugusel inimesest Y, kus 7 on téisarv ja
li| < I. Kuna kaugus inimesest X temaga vastatikku elava inimeseni Y on

vihemalt %TH = k+1 = 2] +2, siis elaniku X sobrad asuvad temast vihemalt



2042 — 2] = 2 sammu kaugusel. Seega kui me votame kaks inimest, kes elavad
iiksteise korval, siis need pole iiksteisega sobrad. On lihtne ndha, et need ei

oma ka iihtegi iihist sopra.

. Tingimuse

lim (ln (aa’) —In (ﬁﬁ')) = A,

t—o00

voime teisendada kujule

/
eTe
lim = e,

t—00 Bﬁ/

Paneme tihele, et aa’ = (30?)" ning B = (56?)". Kuna  — oo, siis ka

3% — oo. Kuna f8 ja 3’ on positiivsed, siis on positiivne ka (3?)". L’Hopitali

reegli kohaselt peab seega kehtima

Pannes kokku viimased kaks piirvaartust, saame

. af
lim =
t—oo Fa/

L,

millest

lim <1n (/) —In (ﬁ/ﬁ')) =0.

t—o00

. Paneme téhele, et voime esitada vaadeldavad seosed kujul

an\ 1 n? +4n + 2 2 A1
b, n2+4n+3 2 n2+dn+2) \ b,y )’

Kuna (1,1) ja (—1,1) on saadud maatriksi omavektorid, siis me voime selle

diagonaliseerida:

-1
1 -1 n® + 4n + 2 2 1 -1\
1 1 2 n?+4an+2)\1 1)
(172 1/2)\ [(nP+4n+2 2 1 -1\
=172 1/2 2 n?+4an+2)\1 1)

(12 172\ (n*+4n4+4 —n®—4dn) (0’ +4n+4 0
C\=1/2 12) \n?+4an+4 n244n | 0 n®+4n )’

Seega
1 1 n?+4n+4 0 1 1 -1
n?44n
b 11 0 i Jl1 o1 b1




ning

-1
1 -1 ao
1 1 bo )’

kus N
n®+4n+4
Un = H 2

i +4n+ 3
Siit saame

an) _ 1 fuy+oy unv—wvn) [ao

by 2 \uy —vy uy +uy bo
ning

1
anN = 5 (ao(uN -+ UN) -+ bo(uN — UN>>,

1

bN:2

3 (ot = o)+ fuy + o) ).

Teisendame korrutised uy ja vy ning leiame nende piirvadrtused:

n®>+4n +4
n2+4n+3

S A

n:l
_N—|—2 3 §
N N

n? + 4n
UN_Hn2+4n+3 H
1 N+4 1
N+1 4 N—ooo 4

Niisiis saame lopuks

n+2 ﬂn—l—? ﬁn—i—Q_

Dn+3) —Sn+l n:1n+3_

n(n +4) Yoon ﬂn+4_

(n+1)(n+3) n:1n+1 n:1n+3_
7 5 11
“(1-f43.2) ==
< il 4> 1
) 7 13
“(1.-243.2) =22
( il 4> 4

5. Lahendus 1. Otsitavad taisarvud peavad rahuldama lineaarvorrandisiisteemi

11
12

17’L

21
22

271

nl )\1
nQ )\2
n' An



Antud lineaarvorrandisiisteemi siisteemimaatriks on Vandermonde maatriks

10 20 n?
11 21 1
1n—1 2n—1 .. nn—l
mille veerud on korrutatud labi vastavalt arvudega 1,...,n. Vaadeldava

Vandermonde maatriksi determinant on

IT G-

1<i<j<n

ning vaadeldava siisteemimaatriksi determinant on seega

1<i<j<n

mis on nullist erinev. Siisteemil leiduvad seega tiheselt maaratud ratsionaalar-
vulised lahendid, mis on antud ette Crameri valemitega \;, = det A/ det A,
kus A on siisteemimaatriks ning A; siisteemimaatriks, mille k-s veerg on
asendatud vabaliikmete veeruga. Analoogiliselt maatriksiga A, maatriksi Ay

determinant on

1<i<j<n 1<i<k k<j<n J-
ning seega
n+1 n+1—1 7—n—1
A: —_— —_—
Tk H k—i H j—k
1<i<k k<j<n
n+1 n+1-—1 “k n+1—-y
e —_171 _— =
i | e Gl
1<i<k k<j<n
& (n+1)! 1 1
= (—yn ] — -
k:(n+1—k)1££kk:—zk<]11nj—k’
_ (A L) = LR S S U D [
N kn+1—k)(k—1)!(n—k) Eln+1—k)!

= ("),

mis on taisarv. Niisiis saame valemi

S (" e =

k=1



mis kehtib iga oo = 1,...,n korral.

Lahendus 2. Alustame suvalise reaalarvu z jaoks kehtivast seosest

nzH (" ;: 1) (=) Hikgk = (2 — 1),

k=0

Diferentseerime vorduse molemad pooled ja korrutame molemad pooled z-ga
a korda (diferentseerime, korrutame, diferentseerime, korrutame...) ning
paneme lopus x = 1. Kuna a < n ning paremas pooles on x — 1 astendaja
suurem kui n, siis paremas pooles saame tulemuseks nulli. Vasakus pooles kaob
indeksile k£ = 0 vastav liige esimese diferentseerimisega juba dra. Tulemuseks
saame seega 1

ntloe g

—1) ke = 0.

; ( . )( ) 0

Viime vasakus pooles oleva summa viimase lilkme paremale poole ning korru-

tame vorduse molemad pooled (—1)-ga:

> (n i 1) ("R = (a4 1)

k=1

Siit néeme, et sobib votta A, = (—1)"7%("/"). Néeme, et tegemist on téisar-

vuga.



