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Ulesanded

1. Leida vahim paaritu naturaalarv, mis jagub 27-ga ja oma positiivsete jagajate
arvuga.

2. Teha kindlaks, kas jargmine rida koondub:
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3. Olgu f:[0,1] — R pidev funktsioon. Leida piirvéértus
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4. Téhistame RT = (0, 00). Nimetame funktsiooni f : Rt — R sublineaarseks,

kui lim,_, @ = 0. Kas vastab toele, et iga mittekahaneva sublineaarse

funktsiooni f : R™ — R korral leidub selline mittekahanev sublineaarne
funktsioon g : R™ — R, et f(z) < g(x) iga x € RT korral ning

g((1 = N+ Az') > (1 = N)g(z) + Ag(2)

kui z, 2" € R" ja A € [0,1]?

5. Olgu A € Maty(C) selline, et
A? = (det A—1)A+ (trA—1)E.

Leida tr A koik voimalikud vaartused.



Lahendused

1. Kanoonilisel kujul esitatud naturaalarvu n = p{" ... pi* positiivsete jagajate
arv on teatavasti (a; +1) ... (o + 1). Kuna otsitav arv on paaritu ning
jagub oma positiivsete jagajate arvuga, siis selle arvu positiivsete jagajate
arv peab samuti paaritu olema. Seega peavad korrutise (a3 +1) ... (ax +1)
koik tegurid olema samuti paaritud ehk siis koik astendajad ag,...,a peavad
olema paaris. Kuna otsitav arv jagub 27-ga, siis algarvu 3 astendaja peab
olema vihemalt kolm, eelmist tdhelepanekut arvesse vottes vihemalt neli.

Vaatleme juhtu, kus kolme astendaja ongi tapselt neli. Siis on vastav tegur
korrutises (a1 + 1) - ... - (a4 + 1) vordne viiega ja jérelikult peab otsitav arv
viiega jaguma. Eelneva pohjal peab algarvu 5 astendaja olema seega vihemalt
kaks. Vihim sobiv arv on seega 3* - 5%, See arv on paaritu ja jagub 27-ga.
Tema positiivsete jagajate arv on 5 - 3 ja seega jagab vaadeldavat arvu ennast.
Niisiis rahuldab arv 3* - 52 = 2025 koiki soovitud tingimusi.

Vaatleme niitid juhtu, kus kolme astendaja on kuus. Sellisel juhul peab otsitav
arv n seitsmega jaguma, millest aga tuleneb, et n > 3%-7 = 729-7 > 700-7 =
4900 > 2025.

Kui aga kolme astendaja on vihemalt kaheksa, siis n > 3% =3%.9 =729.9 >
700 - 9 = 6300 > 2025.

Kokkuvottes saame, et vihim soovitud tingimusi rahuldav naturaalarv on
3. 5% = 2025.
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kui n — oo. Kuna samas protsessis ka — 1, siis saame

jéarelikult rida koondub.

L@
. Taisarvude n > 1jai € [0,n—1] korral tahistagu I, ; integraali ffi( = f(z)dx
ning ¢, ; sellist punkti 16igus [%z, %(z +1)], et %cm = I,,; (integraali keskvaér-
tusteoreem). Teisendame uuritava avaldise:
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Kuna f? on Riemanni mottes integreeruv, siis Y, ¢ SCni fo r)%dx kui
n — 00. Seega

lim 32,5 (Fs = L) = 2( fy f(@)2de = (f, fl@)dw)?).
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. Jah, sellise funktsiooni saab defineerida seosega
g(x) =sup{y € R: (z,y) € conv A},

kus A ={(z,y) e R xR:y < f(x)}.

Néeme, et suvalise z € RT puhul (z, f(z)) € A C conv A, millest saame
f(z) < g(x). Veendume, et funktsioon g rahuldab ka teisi noutud tingimusi.

Olgu a suvaline positiivne reaalarv. Kuna lim, @ = 0, siis leidub P, €
R* nii, et iga reaalarvu x > P, korral @ < a ehk f(x) < ax. Siis iga

€ (0,P,) korral f(x) < f(P,) < aP, < a(x + P,) ning iga x € [P,,0)
korral f(z) < ax < a(x + P,) ehk kokkuvottes f(z) < a(z + P,) iga z € Rt
korral. Téhistame A* = {(z,y) € RT xR : y < a(x + P,)}. Siis A C A}
Kuna hulk A% on kumer, siis kehtib ka conv A C A*. Siit jareldub, et iga
x € RT korral kehtib g(z) < a(z + F,) (millest omakorda jareldub, et g(z)
on iga x € RT korral kindlasti 16plik).

Veendume, et tegemist on sublineaarse funktsiooniga. Olgu & suvaline po-
sitiivne reaalarv. Peame niitama, et leidub P € R™ nii, et iga reaalarvu
x > P korral |@| < ¢. Defineerime a = 5. Eelneva pdohjal teame, et iga
x € RT korral g(x) < a(x + P,). Kui niiiid z > P,, siis g(x) < 2ax = ex ehk
g(f) < e. Teiselt poolt, kuna f on mittekahanev, sis leidub selline P’ € R", et
f(z) > —ex kui x > P’. Niisiis iga reaalarvu > P’ korral g(x) > f(z) —e.



Kui niitid P = max{FP,, P'}, siis iga reaalarvu x > P korral kehtib |%I)| <e.
Sellega oleme néidanud, et g on toepoolest sublineaarne.

Olgu z, e € R* suvalised. Ulemise raja definitsioonist tuleneb, et leidub y € R
nii, et (z,y) € conv A jay > g(x) —e. Kuna (z,y) € conv A, siis leiduvad
(x1,91), -y (Tn,yn) € Aja Aq, ..., Ay > 0 nii, et

(ZL',:I/) = )\1(£L'1,y1) +...+ )\n(l‘nayn>

ja A1+ ...+ A, = 1. Olgu indeks i selline, et x; = max{xy,...,x,}. On selge,
et x; > x. Samuti on selge, et peab leiduma selline indeks j, et y; > y. Kuna
z; < x; ja f on mittekahanev, siis f(z;) < f(z;). Niisiis y < y; < f(z;) <
f(z;). Olgu niitid 2’ > z suvaline. Veendume, et g(z') > y. Kui 2’ > z;, siis
néeme, et toepoolest

g(z") > f(@') > fzi) > .

Vaatleme niitid juhtu 2’ < ;. Olgu A € (0,1) selline, et 2’ = (1 — Az + Az;.
Kuna punktid (z,y) ja (z;, f(z;)) kuuluvad hulka conv A ning hulk conv A
on kumer, siis (1 — \)(z,y) + Az, f(x;)) € conv A. Siit jéreldub, et

9(x") =2 (1 =Ny + Af(z:) 2 1 =Ny + X y = .

Kokkuvottes oleme saanud, et iga 2’ > x korral kehtib g(z') > y > g(x) —e.
Kuna saadud tulemus kehtib iga ¢ > 0 korral, siis saame jareldada, et
g(x') > g(x). Sellega oleme néidanud, et funktsioon g on mittekahanev.

On jiddnud naidata, et g on négus. Olgu x, 2" € RT ja A € [0, 1] suvalised.
Olgu ¢ suvaline positiivne reaalarv. Ulemise raja definitsioonist tuleneb,
et leiduvad y,y’ € R nii, et (z,9), (z,y') € conv A ning y > g(z) — € ja
Yy > g(a') —e. Kuna (z,y), (x,y’) € conv A ja conv A on kumer hulk, siis
(1 =N (z,y) + Ma',y') € conv A, millest

g(T=XNz+ X)) > (1 =Ny+ N/ > (1—Ng(z) + A\g(2) —e.
Kuna saadud vorratus kehtib iga € > 0 korral, siis oleme nogususe toestanud.

. Poliilnoomi p = a, X™ + ...+ a; X + ag € C[X], kus n on positiivne téisarv ja
a, # 0, nimetatakse maatriksi A annulleerivaks poliinoomiks kui p(A) = 0 ehk
ap, A" + ... a1A+ agE = 0. Maatriksi A vahima voimaliku astmega unitaarset
annulleerivat poliinoomi nimetatakse maatriksi A minimaalseks poliinoomiks.
Maatriksi minimaalne poliinoom on iiheselt méiratud. Ulesandes antud

vordusest A% = (det A — 1)A + (tr A — 1)E jéreldub, et
g=X?—(detA—1)X — (trA—1)

on maatriksi A annulleeriv poliinoom. Seega on maatriksi A minimaalse



poliinoomi aste kas 1 voi 2.

Kui minimaalse poliinoomi aste on 1, siis leidub A € C nii, et A = \E. Sellisel
juhul det A = \? ja tr A = 2\ ning

gA) =0 <= X - (N -DA-21 - 1) =0 <
“NEN A+ 1=0 = N+ 1D)(-A+1)=0 < re{l,i,—i}.

Siit saame tr A jaoks véartused 2, 2¢ ja —21.

Vaatleme niiiid juhtu, kus minimaalse poliinoomi aste on 2. Sellisel juhul on
nii g kui ka maatriksi A karakteristlik poliinoom

pa=X?+(—trA)X +det A

vordsed maatriksi A minimaalse poliinoomiga (Cayley-Hamiltoni teoreemi
kohaselt on karakteristlik poliinoom annulleeriv). Siit saame vorrandisiisteemi

—detA+1=—-trAd
—trA+1=detA

millest tr A = 0 ja det A = 1. Tingimusi tr A = 0 ja det A = 1 rahuldavaid
maatrikseid A € Maty(C) leidub. Uks selline on niiteks

koik teised esituvad kujul 771 AT, kus T' € Maty(C) on pdératav. On selge, et
iga tingimusi tr A = 0 ja det A = 1 rahuldava maatriksi A € Maty(C) puhul
kehtib g(A) = 0 (see jareldub vordustest g = p4 ja pa(A) = 0).

Kokkuvottes saame, et tr A voimalikud vaédrtused on 0, 2, 27 ja —21.



