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Ulesanded

1. Olgu f :[0,2] — R pidev funktsioon. Kas leidub selline punkt = € [0, 1], et

/f x+1+2/f )dt?

2. Arvutage rea
oo

— n—|—2

sumina.

3. Olgu (a,)22, ja (by)92, kaks sellist positiivsete reaalarvude jada, et a,, > 1/n
ning eksisteerib loplik purvaartus lim,, oo %2 = . Mida saame Gelda piirvaartuse

.o a+ ...+ ay,
lim ———
n—oo by + ...+ b,

kohta?

4. Olgu N =1{1,2,3,...}. Iga n € N korral defineerime
f(n)=max{s; ... s | k€N;s1,...,8, €N;sy+...4+ s =n}.

Maérake f(n) vadrtus iga n € N jaoks.

5. Olgu n > 2 téisarv ning olgu antud n x n reaalarvuline maatriks A = (a;;)
ja mittenegatiivne taisarv k£ < n — 1. Toestage, et kui leiduvad reaalarvud
Ti,..., Ty JA YL, ..., Yy nil, et a; = (x; + y;)* koigi i,5 € {1,...,n} korral,
siis maatriks A on singulaarne.



Lahendused

1. Jah, leidub. Iga = € [0,2] korral téhistame F(z) = [; f(t)dt. Niiiid olgu
d: [O, 1] — R funktsioon, mis on antud seosega d(z) = F(x+ 1) — F(x).
Paneme tahele, et funktsioon d on diferentseeruv ning = € [0, 1] korral
d'(z) = f(x +1) — f(z). Rakendame funktsioonile d 16igus [0, 1] Lagrange’i
keskvédrtusteoreemi. Saame mingi punkti z € (0, 1) nii, et d'(x) = d(1) —d(0).
Paneme téhele, et vasakul pool on f(z + 1) — f(x) ja paremal pool

F(2)—F(1)—(F(1)=F(0)) = F(2)—2F (1 /f £)dt— 2/ £(#)

Saadud seoses liitkmeid {ihest poolest teise imber tostes saame seega toestatava
vorduse.

2. Teisendame summamaérgi all olevat avaldist:

n*+3n+1 (n+1)(n+2)—1 (m+2)!-n 1 1
(n+2) (n+2)! Conlln+2)! n! (n+2)0

Iga positiivse tédisarvu N korral seega

23+l 11 1 1
Z mr2l 0 1 (NtD (N+2)
1 1
(N4 (N+2)0

n=1

mistottu

3. Tahistame L = lim,, ,, #*. Naitame, et

lim —al—{_”'_l_an:L.
n—oo by + ...+ b,

Olgu ¢ suvaline positiivne reaalarv. Koondumise a, /b, — L tottu leidub
indeks N nii, et a, /b, < L +¢/2 kui n > N. Siis aga iga n > N korral

ay + ..t an _ (L+¢/2)by + ...+ (L+¢€/2)b,
by + ... +b, — by + ...+ by,

=L+¢/2

ning
a1+...+an< a;+...+ay, _aN+...—|—an. a+...+a,

bi+...4b, " bv+...4+b, by+...4+b, ay+...+a,
(a1 4+ ...+an_1)+an+...+ay

< (L+¢/2
- ( / ) any +...+a,
Kuna a, > 1/n, siis rida ) a, hajub, mistottu lim,_,.(an + ...+ a,) = 00
ja seega
. (e +...+anq)+tan+...+a,
lim =1.
n—00 any + ...+ a,
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Niisiis leidub indeks N* > N nii, et n > N* korral

(a1+...+aN_1)+aN+...+an < L—|—€
ay+...+a, ~ L+¢g/2

ai+...+an
Iga n > N* korral seega m <L+e.

Juhu L = 0 jaoks on véide toestatud. Juhu L > 0 korral peame veel niitama,

et iga ¢ > 0 korral leidub mingi indeks, millest alates H > L —e¢.

Uldisust kitsendamata eeldame, et ¢ < L. Analoogiliselt eelmisega leidub
indeks N nii, et a, /b, > L —¢/2 kui n > N. Siis aga iga n > N korral

ay + ..+ (L—¢/2)by + ...+ (L —¢/2)b,
by +...+b, — by + ...+ by,

=L—¢/2

ning
al—l—...—i—an>aN+...—|—an_aN+...+an by +...+0b,
bi+...+b, — by+...+0b, by +...+0b, bi+...+0b,

by + ... + by
> (L—¢/2 .
e ey s B Sr——

Kuna rida ) a, hajub ning leidub l6plik piirvéértus lim,_, Z—:, siis rida
>, by hajub samuti, mistottu lim, o (by + ... + b,) = 00 ja seega

lim by +...+0b, .
n—oo (b1 +...+by_1)+by+...+b, '

Niisiis leidub indeks N* > N nii, et n > N* korral
bN++bn > L—¢

(b1 +...+bxvq)+by+...+b, — L—¢/2

* a1+...4an
Iga n > N* korral seega prr > L—e

. Paneme téhele, et f(1) =1 ja f(2) = 2. Olgu ntiiid n > 3 ning olgu k£ € N ja
S1,...,8k € N sellised, et s; + ...+ s = n ning s1...s, = f(n).

Néitame, et iga ¢ korral s; < 4. Oletame, et leidub selline 7, et s; = 2m + 1,
kus m on téisarv ja m > 2. Asendame elemendi s; arvudega m ja m + 1. Siis
summa ei muutu, aga korrutis suureneb, sest m € R korral

1-+5 1++/5
9 ' 2 |

mm+1)>2m+1 <= m*—-m—-1>0 < m%{

aga eelduse kohaselt m > 2 > %5 Saime vastuolu esialgse komplekti
maksimaalsusega. Oletame niiiid, et leidub selline ¢, et s; = 2m, kus m on
taisarv ja m > 3. Asendame elemendi s; arvudega m ja m. Siis summa ei
muutu, aga korrutis suureneb, sest m € R korral

m?>2m <= m?>—-2m >0 < m¢]|0,2],

aga eelduse kohaselt m > 3 > 2. Saime jille vastuolu esialgse komplekti
maksimaalsusega. Sellega oleme vélistanud juhu, kus mone ¢ korral s; > 4.
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Naitame niiiid, et iga ¢ korral s; > 2. Oletame vastuviiteliselt, et mone
korral s; = 1. Kuna n > 3 > 1, siis £ > 1 ehk saame valida indeksi j nii,
et i # j. Asendame elemendid s; = 1 ja s; arvuga s; + 1. Siis summa ei
muutu, aga korrutis suureneb, mis ldheb esialgse komplekti maksimaalsusega
vastuollu. Kokkuvottes saame, et s; vadrtus voib olla vaid 2, 3 voi 4.

Kui mone ¢ korral s; = 2 ja mone j korral s; = 4, siis voime asendada
elemendid s; ja s; kahe kolmega. Summa seejuures ei muutu, aga korrutis
suureneb. Jarelikult ei saa komplektis olla korraga nii kahtesid kui ka neljasid.
Kui komplektis oleks vihemalt kaks nelja, siis me voiksime asendada need
arvudega 3, 3 ja 2, mille tulemusena ei muutuks summa, aga kasvaks korrutis.
Jarelikult ei saa komplektis mitu nelja olla. Kui komplektis oleks vihemalt
kolm kahte, siis voiksime asendada need kahe kolmega, mille tulemusena
summa ei muutuks, aga korrutis jille kasvaks. Jarelikult ei saa komplektis
rohkem kui kaks kahte olla.

Koiki iilalpool saadud tulemusi arvestades ndeme niiiid, et:

e kui n = 3m, kus m € N, siis komplektis on m kolme ning seega
fn) =3™;

e kui n =3m+ 1, kus m € N, siis komplektis on m — 1 kolme ja iiks neli
(voi kaks kahte) ning seega f(n) = 3™7!. 4;

e kui n =3m+ 2, kus m € N, siis komplektis on m kolme ja iiks arv kaks
ning seega f(n) = 3™ - 2.

. Kui arvude z1, ..., x, seas on olemas vordseid, siis on ka maatriksi A ridade
seas olemas vordseid ridu, mistottu on maatriks A singulaarne. Eeldame seega
jargnevalt, et arvud x4, ..., z, on paarikaupa erinevad. Motleme maatriksist
A kui lineaarteisendusest ruumil R" (standardse tolgenduse 1dbi). Maatriksi
A singulaarsuse néditamiseks piisab siis veenduda, et vaadeldav teisendus pole
siirjektiivne. Iga v € R" jaiga i =1,...,n korral

n

[Auli = (i + ;) u; = puli),

j=1

kus p, on vektorist u soltuv reaalarvuliste kordajatega poliinoom p,(z) =
Z;‘:l(:v + yj)*u;. Paneme téhele, et deg(p,) < k. Tuletame meelde, et kui
m on mittenegatiivne téisarv ning reaalarvud ay,...,a,+1 on paarikaupa
erinevad, siis suvaliste by,...,b,,41 € R korral leidub parajasti iiks reaalar-
vuliste kordajatega poliinoom p, mille puhul deg(p) < m ja p(a;) = b; iga
1=1,...,m+1 korral. Olgu niitid p mingi suvaline reaalarvuliste kordajatega
poliinoom astmega n — 1. Votame vaatluse alla vektori v € R™, v; = p(x;).
Ulaltoodu péhjal on p ainus reaalarvuliste kordajatega poliinoom, mille aste
on ilimalt n — 1 ja mis rahuldab seost p(x;) = v; iga i = 1,...,n korral.
Kuna iga u € R™ korral on p, aste iilimalt k ja eelduse kohaselt £k < n — 1,
siis iga u € R™ korral p, # p. Seega, ei saa leiduda {ihtegi vektorit u € R",
mille puhul kehtiks Au = v, sest vastasel juhul oleks p, iilalpool toodud
tingimusi rahuldav poliinoom, mis erineb aga poliinoomist p. Niisiis leiame, et
maatriksile A vastav lineaarteisendus pole siirjektiivne. Jéarelikult on maatriks
A singulaarne.



