Matemaatikavoistlus
Tartu, 22.11.2024

1. Olgu a ja b reaalarvud. Arvutage n-ndat jarku determinant

a+b ab 0 0 0 0
1 a+b ab 0 0 0
0 1 a+b ab 0 0
0 0 1 a+bd 0 0
0 0 0 0O ... a+b ab
0 0 0 0o ... 1 a+b

2. Iga positiivse tdisarvu n korral tahistagu 7(n) selle positiivsete jagajate arvu.
Iga positiivse téisarvu n ja iga algarvu p korral téhistagu v,(n) suurimat mit-
tenegatiivset tdisarvu k, mille puhul p* jagab arvu n. Leidke koik positiivsed
tdisarvud n, mis rahuldavad vordust 7(2" — 1) = 2v2("),

Hea teada: Fermat’ arvudeks nimetatakse arve kujul Fj = 22" 4+ 1, kus k on
moni mittenegatiivne taisarv. Lahenduses on lubatud kasutada teadmist, et
arvud Fy, Fy, Fy, F3, Fy on koik algarvud, aga F5 mitte (arvud Fj, kus k& > 5,
paistavad koik kordarvud olevat, kuid siiski pole siiani toestatud, et see ka
toepoolest nii on).

Mirkus: Voistlusele ldinud tekstis oli viga, moeldud 2" — 1 asemel oli kirjas 271,
Voistlejatele 6eldi lahendada tilesannet, mis vélja prinditud tekstis kirjas oli.

3. Leidke koik diferentseeruvad funktsioonid f : R — R, mis rahuldavad seost

fl@)+ fly) = f<1xjxyy>

koigi reaalarvude x ja y korral, mille puhul zy # 1.

4. Olgu A € (0,1). Olgu arvjada (a,)2, selline, et ag = 0, a; = 1 ning iga n > 2
korral a, = (1 — A)an—1 + Aa,—o. Leidke jada (a,)5%, piirvdartus.

5. Kiimme poissi ja iiheksa tiidrukut ostsid teineteisest soltumatult iihekaupa
kinopiletid samasse ritta, kus on kokku 19 kohta. Kui suur on korvutiolevatel
toolidel istuvatest iihest poisist ja iihest tiidrukust koosnevate paaride arv
keskmiselt? (Néiteks, kui reas on 5 tooli, siis paigutus ptppt annab paaride
koguarvuks 3.)



Math Competition
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1. Let a and b be real numbers. Compute the following determinant of n-th
order:

a+b ab 0 0 0 0
1 a+b ab 0 0 0
0 1 a+b ab 0 0
0 0 1 a+bd 0 0
0 0 0 0 ... a+b ab
0 0 0 0o ... 1 a+b

2. For each positive integer n denote by 7(n) the number of positive divisors
of n. For each positive integer n and each prime number p denote by v,(n)
the greatest nonnegative integer k such that p* divides n. Find all positive
integers n satisfying the equation 7(2" — 1) = 2v2(",

Good to know: numbers of the form Fj, = 22" +1, where k is some nonnegative
integer, are called Fermat numbers. In your solution, you can use the fact
that the numbers Fy, Fy, Fy, F3, Fy are all prime, while Fy is not (numbers
Fy., where k > 5, appear to be composite, yet it is not yet proved that this is
indeed true).

Remark: The text presented at the competition contained a typo, in place of
intended 2" — 1 was written 27~ 1. The contestants were told to solve the problem
given in the printed text.

3. Find all differentiable functions f : R — R satisfying

fl@)+ fy) = f<1x—+:cyy>

for all real numbers z and y such that zy # 1.

4. Let A € (0,1). Consider a sequence (a,)32, such that ap = 0, a; = 1 and
an, = (1 = Xay,—1 + Aa,_o for each n > 2. Compute the limit of the sequence

(an)nzs-

5. Ten boys and nine girls bought cinema tickets to one row consisting of 19 seats,
one by one and independently of each other. What is the average number of
pairs of one boy and one girl occupying adjacent seats? (For example, if the
row contained 5 seats, then the arrangement bgbbg would yield 3 pairs.)



Lahendused

1. Té&histame sellist n-ndat jarku determinanti stimboliga D,,. Arvutame deter-
minandi viirtuse monede vaiksemate n vaartuste korral:

D1:a+b,
Dy = a® + ab + b?,
D3 = a® + a®b + ab® + b.

Siit tekib meil hiipotees, et iga n € N korral

D, = i a"
=0

Toestame selle hiipoteesi matemaatilise induktsiooniga n jargi. Eeldame, et
n > 3 ja et valem kehtib n-st viaiksemate naturaalarvude korral. Arendame
determinandi D,, esimese veeru jargi:

ab 0 0 0 0

1 a+b ab 0 0

0 1 a-+b 0 0
Dn - (a+b)Dn—1 - . .

0 0 0 a+b ab

0 0 0 1 a—+b

Arendame tekkinud (n — 1)-ndat jarku determinandi esimese rea jargi ja
saame
Dn = (Cl + b)Dn,1 — abDn,g.

Kasutades induktsiooni eeldust D,,_; ja D,,_o jaoks nédeme, et

n—1 n—2
D, = ((l + b) Zan—l—ibi . abZan_Q_ibi.
1=0 1=0

Pérast moningasi arvutusi jouamegi selleni, et
n

D, = E a"'b'.
i=0

2. Voistlusele ldinud tekstis oli viga, moeldud 2" — 1 asemel oli kirjas 271
Voistlejatele oeldi lahendada iilesannet, mis vélja prinditud tekstis kirjas oli.
Esitame molema iilesande lahenduse.

Voistlusel esinenud variandi lahendus. Arvu 2"~! positiivsete jagajate arv on
n, mistottu votab vordus 7(2771) = 22 kuju n = 22", Seega peab iga
antud vordust rahuldav arv n olema kujul 2¥, kus k& on mingi mittenegatiivne
taisarv. Teiselt poolt, kui n = 2¥, kus k on moni mittenegatiivne tiisarv,
siis vy(n) = 15(2%) = k ja vordus n = 2"2(") kehtib. Seega rahuldavad antud
vordust parajasti need arvud, mis on kujul 2%, kus k on mingi mittenegatiivne
taisarv.



Moeldud 7ilesande lahendus. Olgu n iilesande tingimusi rahuldav arv. Ta-
histagu k suurust v,(n). Siis n = 2*m, kus m on mingi paaritu positiivne
taisarv.

Kuna n kohta tehtud eeldus iitleb midagi arvu 2™ — 1 tegurite kohta, siis on
moistlik proovida arvu 2" — 1 tegurdada. Kui £ > 1, saame

211 - 1 — 22km o 1 — (22k_1m)2 - 12 — (22k_1m . 1)(22k_1m + 1)

Kui k£ > 2, saame samal viisil ka avaldist 92t tm _ tegurdada, saades iiheks
teguriks 92t tm _ g jne. Jitkame seni, kuni jouame tegurini 22°™ — 1 ehk
2™ — 1. Sedasi tegutsedes saame seega tegurduse

" —1=(2" - 1) 2"+ )22 +1)... (2" ™+ 1),

kus koik tegurid on positiivsed téisarvud.

Toestame, et koik need tegurid on ka paarikaupa iihistegurita. Selleks piisab
néidata, et kui a, t ja g on sellised taisarvud, et a on paaris, ¢t on positiiv-
ne ja g on mittenegatiivne, siis (a' —1,a? + 1) = 1 ning paaris ¢ korral
(@' +1,a® +1)=1.

Toestame esimese vorduse. Teeme seda induktsiooniga ¢ jargi. Kui ¢ = 0,
saame a? + 1 = a° + 1 = 2. Kuna aga a on paaris ja t > 0, siis a’ — 1 ei jagu
kahega ning (a' — 1,a% + 1) = 1. Olgu niiiid ¢ selline, et soovitud vordus
kehtib. Néitame, et see kehtib ka ¢ + 1 korral. Tahistame suurima iihisteguri
(a* —1,al7*V 4 1) tihega d. Niiiid saame

d]a "™ 41— a%(a' —1) =a? + 1.
Kunad | a'—1jad | a®+1 ning induktsiooni eelduse jargi (a' — 1,a% + 1) =1,
siis d = 1.

Toestame teise vorduse. Teeme seda jélle induktsiooniga ¢ jargi. Juht ¢ = 0 on
késitletav eelmise toestusega analoogiliselt. Olgu niitid ¢ selline, et soovitud
vordus kehtib. Néitame, et see kehtib ka ¢ + 2 korral (tuletame meelde, et
see kord vaatleme me ainult paarisarve). Téhistagu d meid huvitavat suurust
(at +1,a9*2t 4 1). Saame

d | a(q+1)t<at +1) — (a(q+2)t +1) = alatt _ 1,

millest edasi
d|a®(a' +1) — (a9 —1) = a® + 1.

Kuna d | a'+1 jad | a?+1 ning induktsiooni eelduse jargi (a' + 1,a% + 1) = 1,
siis d = 1.

Kuna 7 on norgalt multiplikatiivne funktsioon (7(ab) = 7(a)7(b) kui a ja b
on tihistegurita positiivsed téisarvud), siis

T2 1) =T(2" = Dr(2" + D722+ 1) 728 "+ 1)

ehk .
72" — )72 + D)7 (22" + 1) ... 7(22 ™ 4 1) = 2k,
Viimase vorduse vasakul poolel olevas korrutises on k+1 tegurit. Selle korrutise

k parempoolset tegurit on alati iihest suuremad (sest vastavad argumendid

4



on ihest suuremad). Kui m > 1, siis sama voib 6elda ka esimese teguri
kohta. Seega peab kehtima m = 1 ning k parempoolset tegurit peavad koik
vorduma kahega - kui vihemalt iiks neist tingimustets poleks rahuldatud, oleks
korrutise viidirtus suurem kui 2*. Siit teeme jirelduse, et n = 2% ning arvud
20 +1,2241,...,22"" 41 peavad koik algarvud olema (7(n) = 2 parajasti
siis, kui n on algarv). Paneme téhele, et tegemist on niinimetatud Fermat’
arvudega. Nagu iilesande tekstis mainitud oli, arvud 21 +1,224+1,...,22" +1
on koik algarvud, aga arv 22° 4 1 enam mitte. Seega peab kehtima k —1 < 4
ehk & < 5 ning jarelikult n € {1,2,4, 8,16, 32}.

Teistpidi, koigi nende arvude korral votab varasemalt saadud tegurdus 2" — 1
jaoks m = 1 tottu kuju (20 + 1)(22 +1)... (22" + 1), kusjuures k < 5 tottu
on koik k tegurit algarvud, mistottu 7(2" — 1) = 2%, Kokkuvottes on iilesande
vastuseks seega arvud 1, 2, 4, 8, 16, 32.

. Lahendus 1. Olgu f : R — R soovitud tingimusi rahuldav funktsioon.

Pannes eelduseks olevas vorrandis muutuja y nulliga vorduma (y = 0 korral
xy = 0 # 1), saame seose f(z) + f(0) = f(x), millest tuleneb vordus
f(0) = 0. Tehes niiiid selles vorrandis asenduse y = —z (y = —x korral
ry = —2* < 0 < 1), jouame seoseni f(z) + f(—z) = f(0), millest f(0) =0
tottu saame f(—x) = —f(z).

Olgu niiiid z suvaline reaalarv. Olgu Az selline reaalarv, et Ax # 0 ja

x(z + Ax) # 1. Siis eelduseks oleva seose ja vorduse f(—z) = —f(z) abiga
saame
flz+Azx)— f(z) _ fle+Az)+ f(-z) 1 Az
Az B Ax Az’ \1+z(z + Ax)
1 f(Az®)

T ltz(z+ Az Azt

kus Az* tdhistab suurust m. Kuna funktsioon f on diferentseeruv,

siis piirprotsessis Az — 0 saame vasakul pool tuletise f’(x). Paneme téihele,
et f(0) = 0 tottu on murd £ (AM*) esitatav kujul L2200 - Jsrelikult, kuna

¥ Ax*
protsessi Ar — 0 korral 1 + z(z + Ax) — 1+ 22 > 0, siis Az — 0 korral ka

Ax* — 0 ning fﬁf)

viimasest avaldisest seega {;(2% Kuna lisaeeldus z(z + Ax) # 1 eemaldab
vaid maksimaalselt iihe voimaliku Ax véartuse, siis piirvidrtuse ihesust see

eeldus ei mojuta ja seega saame piirile minnes kokkuvottes vorduse

— f/(0). Piirprotsessis Az — 0 saame vorduste ahela

k

flx) = T3 22

kus k = f’(0). Paneme tihele, et samasugune tuletis on ka vordusega g(z) =
k arctan(z) defineeritud funktsioonil. Siit tuleneb, et f(z) = karctan(z) + C,
kus C' on moni reaalarv. Varasemalt saadud seosele f(0) = 0 toetudes saame
aga C' = 0. Niisiis f(z) = karctan(z). Paneme niitid aga téhele, et tekstis
toodud vorduses saame piirprotsessi x,y — oo puhul vasakul pool k7, samas
kui parema poole absoluutvéiértus jadb alati suurusest |k|r/2 viiksemaks. See
on voimalik vaid siis, kui k£ = 0. Niisiis peab f olema nullfunktsioon. Teistpidi,
nullfunktsiooni puhul on koik {ilesande tingimused ka ilmselt rahuldatud.



Lahendus 2. Pakume ka iihe alternatiivse lahenduse. Lahendus on inspireeritud
voistlustoddes esinenud mottekaikudest.

Esiteks paneme téhele, et nullfunktsioon rahuldab iilesande tingimusi. Néita-
me niiiid, et kui f : R — R rahuldab iilesande tingimusi, siis f on nullfunkt-
sioon. Seejuures ei lahe meil vaja funktsiooni f diferentseeruvust, vaid hoopis
ainult selle pidevust.

Alustame seose f(—x) = —f(z) tuletamisest, mida teeme samamoodi nagu
esimeseski lahenduses. Olgu niitid reaalarv z selline, et « ¢ {—1,1}. Siis
2% # 1 ja seega tehes eelduseks olevas vorrandis asenduse y = x saame
molemat poolt kahega jagades

1o =51 (1255).

Paneme téhele, et protsessi |z| — oo puhul leiab aset koondumine

2. —0
ning f pidevuse ja vorduse f(0) = 0 tottu seega ka koondumine f( é”; s) — 0.
Protsessi |z| — oo puhul niisiis f(z) = 3f(:2%5) — 3 -0 = 0. Paneme
veel tahele, et protsessis ¥ — 1 saame |13fr 5| — 00, mistottu eelneva pohjal
f(:25) — 0 ja scega jille f(z) — 0. Samas, protsessis x — 1 peab f

pidevuse tottu olema f(z) — f(1). Piirvddrtuse ithesuse tottu seega f(1) = 0,
kusjuures seosest f(—x) = —f(z) saame siis ka vorduse f(—1) = 0.

Niitid, kuna f on pidev ja limj; . = 0, siis f on tokestatud. Toepoolest,
koondumise limj,|,o. = 0 tottu peab leiduma selline positiivne reaalarv R,
et |f(x)] <1 kui |z| > R. Kuna aga 16igus pidev funktsioon on tokestatud,
siis f on tokestatud 16igus [— R, R]. Kuna R valiku tottu on f tokestatud ka
hulgas R \ [ R, R], siis ongi f kogu méadramispiirkonnas tokestatud.

Niisiis leiduvad 16plikud sup,cp f(z) ja inf,er f(x). Seejuures, seose f(—xz) =
—f(z) tottu ilmselt inf,ep f(x) = —sup,er f(7) ja supyeg f(z) > 0. Té-
histame supreemumi sup,p f(z) tdhega M. Kui M = 0, siis f on ilmselt
nullfunktsioon. Jdab seega iile veenduda, et eeldus M > 0 viib vastuoluni.
Eeldame vastuviiteliselt, et M > 0.

Néitame, et peab leiduma ¢ € R nii, et f(c¢) = M. Esiteks, koondumise
lim;|0o = 0 tottu peab leiduma selline positiivne reaalarv R, et |f(z)| <
M/2 kui [z| > R. Kuna sup,cp f(z) = M, siis sup,e_p p f(z) < M. Kui
aga sup,e_p g f(x) < M, siis sup,ep\_p g f(z) < M/2 tottu kehtiks ka
sup,eg f(2) < M, mis pole aga voimalik. Niisiis sup,¢_p g f(2) = M. Kuna
16igus pidev funktsioon saavutab oma ekstremaalsed vaartused, siis peab
leiduma selline ¢ € [—R,R|, et f(¢) = M. Kuna M > 0 ning f(1) =
f(=1) = 0, siis ¢ ¢ {—1,1}. Varasemalt saadud seose jérgi seega f(c) =
% f (IECCQ), millest f (13‘;2) = 2M > M, mis laheb aga vastuollu sellega, et
M = sup,cp f(2).

Markus. See iilesanne on raamatu ,,The Red Book of Mathematical Problems"
iilesanne 37. Vaarib mainimist, et raamatus endas on iilesandele vale vastus
antud. Pakutud lahenduses on néidatud, et iga tilesande tingimusi rahuldav
funktsioon f on kujul f(z) = karctan(z), kus k& on mingi reaalarv. Selle jérel
aga vaidetakse ilma pohjenduseta, et koik sellised funktsioonid ka ,ilmselt
rahuldavad iilesande tingimusi.




o

4. Paneme tihele, et arvjada (a,)5°, on haabuva geomeetrilise jada ((—\)")22,

osasummade jada (toestatav induktsiooniga). Viimasest tuleneb, et lim,, a,, =
|
T—(=A) — 1+x°

. Toendosus, et kaks esimest kohta on hoivatud eri soost kinokiilastajate poolt,
on

09 9 10 1
19 18 19 18 19
See on iihtlasi ka keskmine paaride arv kahel esimesel kohal, sest
10 9 10

14+ 2 .0= =,
19 +190 19

Sama arutelu kehtib ka iga teise korvutise toolipaari korral. Seega on eri soost
paaride keskmine koguarv antud kinoreas

0_180_ 0
19 19 19
Lahenduses on kasutatud indikaatori keskvaartuse ja summa keskvaartuse
valemeid: 1) kui juhuslik suurus X on selline, et X = 1 kui siindmus A toimub

ja X = 0 vastasel juhul, siis EX = P(A); 2) suvaliste 1oplikku keskvéértust
omavate siindmuste Xy, ..., X, korral E(X;+---+X,,) = EX; +---+ EX,,.



