Maxwelli vorrandid ja elektromagnetlained vaakumis (Duffin, 13. ptK

1. Nihkevool @isplacement curreit

Elektromagnetvalja poolt mgjub mistahes elektronetigjselt aktiivsele objektile Uldistatud
Lorentzi joud. Selle voib esitadbferentsiaalkujul, mis oleks ruumielemendid/gpaiknevale ja
laengu ruumtihedugt, omavale aine kogusele mojuva diferentsiaalse yaildes

dF = (o E + J x B) dV,

kus plussmargist vasakul on elektrijoud @ = p. dV E,
paremal aga magnetjoutidl x B= (1 /dS) dSd x B=J dV x B.

Integraalkujul on see laeng® omavale kehale mdjuva jou avaldis:
F=Q(E+vxB) (13.1)

Kasutades koiki nelja véaljavektott, D, B jaH, saame seni uuritud Maxwelli vorrandid esitad:
nii integraalkujul (vasakul) kui diferentsiaalkujjdaremal)

§D‘dS=ZQc=IPch divD=V-D=p, (13.2)
S \ \Y
§E.d|_:_6@5:j(—§)-ds rotE:VxE:—@ (13.3)
1 ot s\ ot ot
§B-ds=0 divB = 0 (13.4)
S
fH-dL =>"1.=]J,.-dS rotH = J. (13.5)
L S S
Neile lisandub pidevuse vorrand:
o0Q : op

J-dS=-—+= divi=v.J=—"2

32 = p (13.6)

Vaatleme plaatkondensaatorit, mida lagftivusvool |, ehk laengukandjate suunatud
likumisest pohjustatud vootonduction current

Uurime kinnist pinda, mis imbritseb

L kondensaatori vasakpoolset plaati. See pind
: koosneb kahest osast, pindalad&yga S,.
\ Pinna$§, piirjoont L l&bib vool I, aga pinda

1%
U]

S, vool ei labi, mistdttu tsirkulatsioonilause
—f(T RN )—=%  péhjal peaks kehtima

pinna S, jaoks §H'dl—=|c ning
L

[~

S, pinna S, jaoks ffH-dL:O, (13.7)
L



Kuid pindadel S, ja S, on Uhine piirjoori, mistottu kaks vaadeldavat integraali on identsed.
Jarelikult on vorrandid 13.7 omavahel vastuoluglarsaab lahendada vaid nende parema
poole imbermodtestamise teel. Tuleb arvestadanda®, |&bivad ajas muutuva elektri-
ninke (O-véalja) jooned. Laadimisel laengu pindtihedas kondensaatori plaatidel ju
muutub, samas teame aga elektrostaatikast, et kead®ri korralo = D.
Selgub, et on mottekas defineerida mostkevoolu tugevus mis naitab, kui palju muutub
ajathikus kondensaatori plaadi laeng

dcS) d(DS)

4 a a (13.8)

Kui niilid eeldada, et tsirkulatsioonilause parentedgs ei seisa mitte ainult juhtivusvool
vaid juhtivus- ja nihkevoolu tugevuste summa |g, Siis vastuolu 13.7 laheneb.

Uldjuhul me defineerime nihkevoolu avaldisega
0 oD
l,=—|D-dS=|—-dS
d 8'['£ _£ ot , (13.9)

oD . . .
kus suurust J, = a nimetamenihkevoolu tiheduseks

Samuti eeldame nitd, et labi pindade
S ja$S voib kulgeda nii juhtivus- kui
ka nihkevool. Kuna pindadegg ja

S piiratud ruumis paikneb konden-
saatori plaat, mille laen@ muutub,

siis sellesse ruumi sisenevad ja
sellest véljuvad voolud on erinevad:

d
Icl_|c2:d_?- (13.10)

Icl—-»

Kui rakendame sellesama ruumiosa kohta Gaussigenrdektrinihke vektori kohta, siis
saame

jD-dS+jD-dS=Q
S1 S2

Rakendame sellele seosele ajalise tuletise opeitaato
dQ

—. (13.11

dt (13.11)

Miinusmark |4, ees tuleneb vajadusest arvestada joanehlitud positiivset suunda.

Vorrandite 13.10 ja 13.11 thendamisel saame, et

g +lg=

leat lgr=le2t g2

Seega summaarne voolutugevus jadb konstantseilymatuks vaadeldavat ruumiosa
umbritseva pinnaS kujust. Seega tsirkulatsioonilauset valjendavawil vorrandi 13.5

fH-dL=31,=]J,-dS ehk rot H=VxH=J_
L S S



nihkevoolu arvestavaks uldistuseks on:
35H-d|—=|c+|d ehk rot H=VxH=J_+J, (13.12)
C

. ~ ~ . oD
Pidevuse vorrand 13.6 votab kuju V- (JC +Ej =0 (13.13)

Nuud siis on Maxwelli vorrandid integraalkujul (\e&sil) ja diferentsiaalkujul (paremal)
jargmised:

Gaussi lause elektrostaatikas$D-dS=Y"Q, = [ p.dV ; divD=V-D=p,
S \ Y
oD oB oB
' i00Ni $E-dL=—"="=(|-——|-dS: rotE=VxE=——
EM induktsiooni seadus: f ot £( ot j : P
Gaussi lause magnetvélja kohta: §B -dS=0 ; divB =0

S
oD
Tsirkulatsioonilause: ~ §H-dL =" :.'-(‘Jc +E)'d3; rotH = Jo+ —
L S S

2. Elektromagnetlained vaakumis:

Asume nuud vaatlema Maxwelli vbrrandeid mittepalaeruvasq = 1), mittemagneetuvas
(u = 1), vabu laengukandjaid mitte sisaldavas=(0) ja mittejuhtivasJ.= 0) keskkonnas.
Rangelt vastab neile nduetele ainult vaakum.

Gaussi lause divD=V.-D=p, votab kuju V-E=0,

. . oD _ 0
tsirkulatsioonilause ratd = J. + ' aga kuju VxB=¢g, 4, aE.
Seega kogu Maxwelli vorrandististeem:

0 0
V-E=0, VXE:_EB’ V-B=0, VxB:souan (13.24)

Kui soovime saada ainult kaitumist kirjeldavat vorrandit, peame elimineesiB Selleks
vOtame rootori teise vorrandi mdlemast poolestritades neid vektoriaalselt nabla-vektoriga,

vahetame diferentseerimise jarjekorra ning asendeshB neljandast vorrandist.
0 0 0°E
Vx(VxE)=-Vx—B=——I(VxB)=—¢, t,—
(VxE) ~B="5 (VxB)=—5 1 —3 (13.25)

Kasutame matemaatilises flilisikas Opitud samasust
Vx(VxE)=V(V-E)-V’E ehk rotrot E = graddiv E — V’E
Kuna esimese vorrandi kohaselt &= O, siis ka grad dif£ = 0 ning oleme saanud
0°E
=0 (13.26)

ot?
Analoogiliselt voib E elimineerimise teel ndidata, et

VZE — ¢, 1y



0°B
i 0 (13.27)
Seega kaituvad elektrivali ja magnetvali tUhtemoBdi. naiteks E, so6ltuks ainult
ruumikoordinaadistx siis 13.26 p6hjal kehtiks vorrand

O°E, O°E,

? = 6'0#0? (13.28)
mis on Uhedimensionaalne lainevorrand sellisteetaijaoks, mille faasikiirus o)
NB! Duffini 6piku originaalis on selles kohas triikivigavGrdusmargi asemel on miinusmark.
Seega on 13.26 ja 13.27 kolmedimensionaalsed @&irewdid elektromagnetlainete jaoks
vaakumis, kusjuures lainete levimiskiirus @n

-1 (13.29)
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V2B — &, 1y
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Uurime niadd EM-lainete olulist erijuhtupiramatult levivat tasalainet (unbounded plane
wave. Piiramatu levik tahendab seda, et laine ei peegaisagilt tagasi ja meil pole vaja
uurida edasi kulgeva ning tagasi peegelduva lateferentsi. Kui laine levils-telje suunas,
siis lainefrondid paiknevagztasandis, mistottu osatuletised véljavektort&omponenti-
dest on nullid:

oE oB oB ok
X — X — O X — O X = O
x 0 x T a a (13.30)
Seega EM induktsiooni seadust valjendav Maxweltradd votab koordinaatides kuju
oE, 0B, oE, 0B,
> o > et (13.31.a)
ja tsirkulatsioonilauset valjendav Maxwelli vorrangtab kuju
oB oE oB oE,
GXZ = _/Uogoﬁy . a_Xy = Hoéo ot (13.31.b)

13.31.a esimeseks vorrandiks on naiteks EM induiis seadusy-komponendi jaoks
. (6E, OE,). (. OE,). 0B,
(VxE),] ( oz ox )J (0 ox )J o
kus | on y-telje suunaline thikvektor. Analoogiliselt saadaks 13.31 ulejddnud vorrandid.
Vorrandid 13.30 valjendavad tddemust, et valjaveld®& jaB x-komponendid ei muutu ei
ajas ega ruumis, mistotta-telje suunalised elektri- voi magnetvéljad ei eda uuritava EM
laine osad. EM tasalaine vaakumis on taielikisaine.




Kui me valimex- jay-telje nii, etE-vektor on suunatud pikttelge ning seeg&, = 0, siis
susteemi 13.31 esimese ja neljanda vorrandi pohjal

0B, B,

a0 5=0
millest tulenevalt ka8, ei muutu ei ajas ega ruumis. See tahendab-vektor on suunatud
ainult piki z-telge, ehk siik- ja B-vektorid on EM-laines omavahel risti ja nad orrisai
laine levimissuunaga, milleks antud naitesxdarlg. VektorkorrutisE x B on laine
levimise suunaline. Lainet, millés- ja B-vektorid on mélemad risti laine levimissuunaga,
nimetataks@ EM-laineks (transverse electric and magngtiSeega piiramatult leviv EM
tasalaine on TEM-laine.

Monokromaatse laine erijuhul, kui on vdéimalik ainiiks kindel ringsageduseja lainearvu
k vaartus on lainevorrandite 13.26 voi 13.27 lahekdi jargmised lainefunktsioonid (proo-
vida iseseisvalt labi!)

E~= Eysin kx —wt), B~ Bgsin kx—ot + a),
kus a on Uldjuhul véimalik faasivahi- ja B-vektorite pikkuste perioodilises muutumises.
Kasutades suisteemi 13.31.a teist vorrandit, sagime

k EoCos kx — wt) =w Bycos kx —ot + a),
kusjuures ainus:, mis rahuldab stisteemi 13.31 ndudeid, on nullg&Ee ja B-vektorid on
piiramatult levivas EM tasalaines omavahel faasig nende amplituudid peavad rahuldama
seostk Ep=w By ehk siis Eo/Bo=w/k =c. Seega kehtib seos
E~cB, (13.32)

3. Elektromagnetlainete enerqgia ja Poyntingi vektor

Uurime x-telje sihis piiramatult levivat EM tasalainet, reikorral kehtivast
vorrandiststeemist 13.31 saame, et
o8 __B B, (1%
OX ot OX c?) ot
Eeldame, et EM vélja energia ruumtihedus avaldybl kuey = Y26 E* + Y25, B? 1o ja
kogu EM energia joonisel kujutatud risttahukas, (Duffin’il Ugy) on selle suuruse
integraal tle vaadeldava ruumala. Kiirus, milleda ¥#lja energia valjub uuritavast
risttahukastx-telje positiivses suunas labi pinne= x;, avaldub kujul:

(13.41)



_ j{_ B2
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:j&( EH,) ddydz=

)

= [[E,H.), -~ (EH,), Jaydz.

surf

~(&E, )%} ok dy dz =

2
Eey —j—— B 55 | gy dz=
2/10

Vo

Kolmandas reas on kasutatud seoseid 13.41 ja 13eB8ndas korrutise tuletise valemit.
Viimases reas on maaratud integraabékeordinaadi valja arvutatud, mille tulemusena
integeerimine Ule risttahuka ruumala asendub ieEgNnisega Ule-teljega ristuvate
otsapindade. Saadud tulemusest jareldub, et aditesmpikix-telge suunatud vektor
N=ExH (13.42)
pikkusegaN, = E, H, valjendab ajathikus labi EM lainete leviku suumaigtuva thikulise
pinna kulgevat EM valja energiat. VektaNtnimetatakse elektromagnetlainete energiavoo
tiheduse vektoriks ehRoyntingi vektoriks.

Uldistame saadud tulemust kolmemddtmelisele juhmleyuritav ruumala voib sisaldada ka
ainet. Eeldame, et laengukandjate suunatud liikeikisusev korral tekitab voolutiheduse

J =p. Vv uuritava ruumi igas punktis elektrivélt, mille poolt ruumiidhikus ja ajatihiku jook-
sul tehtav t60 (vabanev energia) avaldub kujul E. See energia ise muundub soojuseks
(hajub), aga tasakaalulises olukorras toob EM lajaéhikus samapalju energiat juurde.
Seega toob EM laine ajaiihikus ruumalatihikusse energd - E. Selle energia avaldise
saamiseks kasutame Maxwelli vorrandit

0 0
VxH=J+—D i J=VxH-—D
ot millest e

ja matemaatilise fiitisika valemit  V-(ExH)=H-(VxE)-E-(VxH),
millest E-(VxH)=H-(VxE)-V-(ExH).
Uhtekokku siis:

0 0 oD
~J.-E=-E-(VxH —ED)=—E-(VxH)—(—E-aD):—[H (VXE)-V-(ExH)]+E- =
ja kui asendameV xE EM induktsiooni seaduse Maxwelli vorrandist,readdplikult

8D oB oD
~J.-E=-|H-(VXE)-V-(ExH)|+E- = - {H ( p ﬂ +E-—=+ V- (ExH)

ehk

_1E-H. B g P y. (ExH).
ot ot



NB! Duffini 6piku originaalis on selles kohas triikivigavektorkorrutise asemel on [6pus skalaarkorrutis.

Kui integreerime saadud avaldist lle vaadeldavenala ja kasutame teadmist, et diver-
gentsi integraal tle ruumala on voog

[ V- (ExH)dV =§(ExH)-dS,
\% S
siis saame |oplikult
oB oD
-J-EdV=||H-—+E-— |dV +¢(ExH)-dS
] (HBreRavefexrres s
Vorrandi 13.43 vasak pool on vaadeldavasse ruumiasgihikus sisenev EM vélja energia.

Esimene integraal paremas pooles on EM vélja em&agvamise kiirus selles ruumiosas,
kuna EM vélja energia ruumtihedus on esitatav kujul

0 8(;10/1H2+505E2J 1( oH an oB _ oD

O, =2 A uoH P a2y B g P
oM T ot 2 g| Hott e 75 T et 2B ot o

Jarelikult peab teine integraal maarama EM valgrgia uuritavast ruumiosast valja
voolamise kiiruse ja vektde x H, mille voo méaarab teine integraal, peab olema Eav
energiavoo tiheduse vektdt ehk Poyntingi vektor:

P,=¢§N-ds (13.44)
S

4. Elektromagnetlainete impulss ja kiirgusrohk:

Eeldame, ex-telje suunas leviv EM tasalaine langeb risti giekihtiva aine pinnale.
Ruumala-elemendis \ kulgevatele vooludele tihedusedyandjub EM laine magnetvalja
poolt diferentsiaalne joud

dF =J x BdV.

See joud onx-telje suunaline (vt joonist) dF=J,B,dx dy dz ja tekitab pikix-telge rohu:

dp= J, B, dx (13.45)

momentum
destroyed

per second
= c¢G cos 4

Et saada réhu avaldist, mis s6ltuks ainult valjamete komponentidest, kasutame Maxwelli
vOrrandit



0

VxH=J+—D,
ot
oH, & oJH oH oE
. : . / X z :O— z _ J 4 Yy . —
mille y-komponent avaldub kUJUI.a—Z o o y eoe—at , kuna lainelH, = 0.
OH, ok,
Seega R S
oH oE
i Shi dp, =—| B,—%+¢,6 B,— |dx
ja 13.45 pohjal Px ( 2 o Eof Py ] :
Teine liidetav @, avaldises on korrutise tuletise arvutuseeskirja
0 OE oB
—|B,E, )=B,—X+E,—*
6t( ’ y) © ot Yoot
abil esitatav kujul
oE, 0 oB
B,—=—(BE,)-E,—=
p4 at at( z y) Yy at .

Arvestame ka, et suuruds, E, ajalise tuletise keskvaartus Ule piisavalt pikaalfeemiku
vordub nulliga, sest monokromaatses tasalainese@trie ja magnetvali omavahel faasis
ning molema valja kasvu- ja kahanemisaegade sunomadrdsed. Samuti kasutame
susteemi 13.31.a teist vorrandit

OE, B

ox ot
Seda koike arvestades saame diferentsiaalse r8kudéatuse jaoks avaldise

oE
<dpx>:— B, o, +gog(— E, 882) dx=- B, 1 B, + 806 E,— |dX
OX ot Uott OX OX

ehk

2
<dpx>:_g 15 +£505 E? dx=—auﬂdx.
OX\ 2 ot 2 dx

LApliku paksusega risttahuka jaoks saame siis vialem

x4 OUgy,
()= [~ dx=(u)~{u), (13.46)

mille kohaselt mingis aines tekkiv EM lainete kusyohk vordub EM vélja energia
ruumtiheduste vahega uuritava risttahuka otstelv&hnguhul, kui aine neelab EM lained
taielikult, vérdub kiirgusrohk lintsalt ainele lagsgp EM lainevalja energia ruumtinedusega.

Eeldame nudd, et ruumaladhikus sisalduv EM lainalmmpulssiG. Kui laine levib edasi
kiirusega c

u
G=—% (13.47)



