Elektrivalja tugevus ja potentsiaal (Duffin, ptk.3)

1. Elektrivadlja tugevus:

Elektrivalja tugevus on Duffin’i 6pikus defineerdpiirvaartusena jo# ja proovikeha
laengu Q(test chargg suhtest:

E = lim —

Q-0 Qt

Seda tehakse lahtudes soovist mitte mdjutada feemgu lisamisega Ulejaanud laengute
elektrivalja

Elektrivalja jdujooned:
a) Uksiku punktlaengu korral,  b) laengudja —Q, c) laengud @ ja +Q

@

(a) (b) ()

N tahistab neutraalpunkti, kus valjatugevus on.null

PunktlaenguQ poolt tekitatud valjatugevus punktis P:

e r__Q |
E= 2 = 2 I
Arg,r “ v Ameyr
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E = Q#/(4me )

kus T on r suunaline Uhikvektor.

Elektrivalja tugevuste vektoriaalne superpositsiebk litumine mitme punktlaengu
korral:

E = Ql f-‘ + Q2 Fz_l_zz Qi Fi

1




resultant E

E = Ql(4ney?’) E = Ql(4neyr?)

a) vektoriteEy, E, ja E; liitmine kasutades
mitu korda rodpkuliku meetodit

b) sama polligooni meetodil

c) litmine komponentide kaupa

Superpositsiooni printsiipi rakendatakse sageli
mingi keha poolt tekitatud elektrivalja tugevuse
leidmiseks nii, et jagatakse keha motteliselt vaga
vaikesteks (diferentsiaalselt vaikesteks)
tukkideks. Oma vaiksuse t6ttu on need tukid
vaadeldavad punktlaengutena. Keha kui terviku
elektrivalja tugevuse leidmiseks liidetakse keha
koOigi diferentsiaalselt vaikeste elementide poolt
tekitatavad valjatugevused. Diferentsiaalselt
vaikeste suuruste liitmine ontegreerimine.

. Allpool kasitleme paari naidet sellise protseduuri

kohta.



Uhtlaselt laetudketta elektrivilja tugevuse leidmine. Duffin teeb eelelusts =1,
tegemist on vaakumiga. Ketta laengudtihedus (pindalatihiku kohta tulev laeng) on
599
ds

Elektrivalja tugevuse leidmiseks
punktis P (ketta tsentrist risti
kauguseh) jaotatakse ketas
vaikesteks elementideks
laengugardsdx. Iga selline
element kui punktlaeng
pdhjustab punktis P valja

=
: e r Arg,r

d2FE due to Samal raadiusel paiknevate

element ds elementidea-ga ristisuunalised
komponendid taanduvad vélja
ning jarelikult raadiusx ja laiust
dx omava ronga poolt
pdhjustatud valjatugevus on
dE-C 27 Xxdxcosd o axdx

Ameyr? - 2¢,1°
Kogu ketta poolt pdhjustatud elektrivalja tugeviedmiseks tuleb saadud avaldist

integreerida Ule kogu raadiusé€nullist b-ni):
b
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a) Uhtlaselt laetud I6pmatu tasandi korra{x): E = 7
0

b) Kahe erinimeliselt laetud tasandi korral=< .
€o
Elektrivali Uhtlaselt laetud I6pmatu tasandi kumgnglool (v6i kahe tasandi vahel) on
homogeenne — E-vektori suund ja suurus ei sOltkodeast.
Summaarset laenggtomava ketta valjatugevuse voib esitada ka Coulogsdalduse
vBrdetegurik abil, kasutades kaugusesuurimat vaartusk = (a2 + b?)"?:



E_ aa{l_i}: 1 q ZaF_l}_ 2kq[1_g}: 2kq R-a _  2kq
2¢5la R| 4dg, wb*la R] Db? R|] R°-a® R R(R+a)’
Piirjuhul, kui ketas tdmbub kokku punktlaenguks—#¢ 0 jaR — a), siis saame
punktlaengu valjatugevuse valemi
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4re,
Markus (KT):Halliday-Resnick-Walker'i (HRW) Opikusundamentals of Physi¢a ka
eksami valjageomeetria lilesande konspektis tahkstatvaadeldava valjapunkti kaugust
valja tekitavast detailist tihega ning a on hoopis llesande karakteristliku mé6tme

(naiteks ketta raadiuse) téhiseks. Seega valjausgéhtlaselt laetud ketta teljel, millel
paikneb laengj, avaldub valemiga:

E:k% . kus k=

__2kq

" R(R+2)’
kus k on Coulomb’i vOrdetegug on uuritava punkti kaugus ketta tsentrist niRgn
uuritava punkti kaugus ketta aarest (joonisel esimauutuja suurim vaartus),
R= (@ +272)" kui a on ketta raadius.

Leiame ka uhtlaselt laetud varda (pikkusegalektrivélja tugevuse varda keskristsirgel,
kauguseh vardast. Vardéaengu joontihedus(pikkuse tihiku kohta tulev laeng) on

d
A :d_? =%, kus g =4 L on kogu vardal paiknev laeng.
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Element d m&jub laengul® jduga dF = Sﬁg - Summeetria tottu taanduvadya

0
ristisuunalised jdukomponendid vélja ning kogu eapdolt mdjub laengul€) joud

2o ad cosd _ Qi IzTé;zos@dH
Are,r?  Are,a '

-L/2 I=—L/2
Selle seose saamisel arvestamd, stiurenemiselld/Orra suureneb nurk dg vorra,
kusjuures see nurkddoetub raadiust omava ringjoone diferentsiaalsele kaarettikile
ds=r df. Samas agasitl =r d9/ dl = cosf =a/r. Siit r’dd=ad ehk d/r*=d/a.
Integreerimisel saame, et

F =



4;ng drs,a R
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Kui L -0, siisSR—»a ja me saame punktlaengu véljatugevuse valdriF k% .

A
258 ja elektrivalja tugevus 2rea’

Kommentaar (KT): HRW 0piku ja valjageomeetria kosidptahistes votab Uhtlaselt
laetud varda valjatugevuse valem varda keskrigkkgju

E=k L

zR

kus k on Coulomb’i vGrdetegug on varda laeng, on uuritava punkti kaugus varda
tsentrist ningR on uuritava punkti kaugus varda otsast. Eksanppgébmeetria Gilesandes
on varda pikkusL 2a, kusa on vaadeldava kehade siisteemi karakteristlik modde
Seega jalleR = (a° + zz)l’2

Elektrivalja tugevus: E=

Ldpmata pika vardaL(>>a) korral: F =

Uurime nudd ka uhtlaselt laetud varda elektrivilgevust varda otsa ristsirgel. See omab
nii vardaga paralleelseEg,,) kui ka vardaga ristuvat komponert,{). Analoogiliselt
ulaltoodud arutlusega on ristkomponent avaldatgwl Kkasutame juba kauguse taha);t

L

L

B =IM— k— fcos@d@ kﬂ(——oj k— q , kus R=VL*+7* ja sing,,

o eyt R’
Paralleelkomponendl Jaoks saame

< Adlsing _ AL z q(l1 1
E.= ——k— sinddéd = k-=|-cos#|t =k 1- L=k ==
par !472’80 _[ [ ]|:0 ZL( R'j L(Z R'j' kuna

z
cosd,;,, =cos0D=1 ja COSO, ., =—;

Seega summaarne valjatugevus varda otsa ristsirgel:

2 2
E=JEL +E2 = kq\/—2 1-22, Z—Z:ki\/l‘ +22 11— E_kq 21——
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Analoogiliselt voiksime ntid tuletada valemi Ghdkdaetud varda elektrivalja tugevuse

leidmiseks mistahes punktis. Tuleb vaid vastavalitha integraali rajad.
--- (KT kommentaatri 16pp)




ToO elektrivaljas:

Kuna elektrivalja jdud on konservatiivne, siis @dipo proovilaengu viimisel punktist A
punkti B ei sOltu liikumistee kujust ja proovilaangdib vahepeal viia punkti C:
Ang = Aac + Acs

Pingepunktide A ja B vahel on defineeritud labi tas , mida elektrivali teeb
proovilaengug viimisel punktist A punkti B:
A
U e :f
WAB

ehk Duffin’i dpiku “inglise” tahistes: Vg = (3.7)

Elektrivalja potentsiaal punktis B on defineeritud kui selles punktis paNaéihikulise

positiivse laenguga keha potentsiaalne energia:

. TR . . g WAB UB
ehk siis Duffin’i 6piku “inglise” tahistes: Vs "0 o (3.8)
t t
kus defineerimine toimub labi sellesama nihutusglt@htava t60, eeldusel et potentsiaal
punktis A on null.

Kuna t60 on kahe potentsiaalse energia vahe,isge@n kahe potentsiaali vahe
Ang _EpB—Epa
q q

TOO6 on esitatav joonintegraalina:
B

A :TF-dL = [-QE-dL
A

A

Uag = = @B —PA



Seega potentsiaalide vahe:

B B
3 \\\ path of 0. ¢B_¢A:£_E’d|— =£—ECOSHdL (3_12)

external

force\

ja potentsiaal punktis B (punktis A - null):
A B
ps=[-E-dL (3.13)

A

Selle voib esitada skalaarkorrutisena:

P oQfdL
Ve j Arrgylr?
i f Qe
vOi siis ainult radiaalse diferentsiaalse nihkedil: s = j—

Areyr?

Suvalises trajektooripunktis kehtib
r-dL =dLcos? =dr

t (direction of E)

t (direction of E)

path of integration

PunktlaengQ poolt tekitatud elektrivélja potentsiaal punktisnitlle kaugus sellest
punktlaengust orrp, kui kokkuleppeline nullpotentsiaal as@best [dpmata kaugel,

. __Q
avaldub kujul: Pp Az, (3.14)
Seega pinge kui potentsiaalide vahe:
Q1 1
U=p -@, = - _=
Z ! 4rg, (rl rzj (3.15)

Punktlaengut€); poolt tekitatud potentsiaal punktis, millest ptiagngud paiknevad
vastavalt kauguse:
p=—3 = Z

Are,f, 472'6‘0 47[50 ,

Leiame Uhtlaselt laetud keha (ruumaladgaekitatud potentS|aaILaengu ruumtihedus
(ruumala thiku kohta tulev laeng) on

(3.16)

daq

P=av



Kogu ruumlaengu poolt tekitatud potentsiaali leiskekis tuleb integreerida tle kogu
ruumala V. Analoogiliselt pind- ja joonlaengu kdrialeb integreerida vastavalt Ule pinna
Svai jooneL.

_rpav _[(odS o Adl
% {[472'8J Ve I Are,r < '[ Arce,r 3.17
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Potentsiaal homogeensetelje suunalises elektrivaljas (valemist 3.13):
¢ = — E X+ const.
Pisikesel nihkel d elektrivaljaskE avaldub potentsiaali muutusy & —E-dL

Tahistades vastava skalaarkorrufigega, kusE, onL suunaline€E komponent, saame et
elektrivalja tugevus mingis kindlas suunas on viiméepotentsiaali kahanemise kiirusega
vastavas suunas:

op
E, =——
L oL (3.20)
Uldisemalt vdime ristkoordinaatides kirjutada:
op dp Op
E, =—— E, =—— E =——"
X o y Y z 52 (3.21)
ning polaarkoordinaatides:
oQ 1o¢p
E =2 E —_=-2%
r o 0 f 20 (3.22)

Néide: olgu potentsiaal mingis piirkonnas tasandibiratud valemiga=K (x*-2 y?), kus
K= const Siis elektrivalja tugevuse komponendid avalduvastaralt valemitele (3.21)
jargnevalt:

Exz—a—q):—ZKx E =—a—¢:4Ky
OX oy

Ekvipotentsiaalpinnad (-jooned) on pinnad (joonedi)lel potentsiaali vaartus on igas
punktis sama. Joonisel (a) on kujutatud ekvipotaaloned punktlaengu Umber, joonisel
(b) homogeenses elektrivéljas:

4ﬁ—————— ——|- -3V T
@ B = -l etV Diem
— e 1v l
V=0
(zero at
lower plate)

Elektrivalja tugevuse vektor pingis punktis on elaistavat punkti l&biva
ekvipotentsiaalpinna (tasandil ekvipotentsiaaljgar@maali suunaline.



Ekvipotentsiaalpindade potentsiaalide vahe on ktatstantne, seega mida tihedamini
paiknevad ekvipotentsiaalpinnad, seda suurem dariet#lja tugevus vastavas piirkonnas.

aV/oL isa
\ T maximum

. : : I V+dv
equipotential /5V/dL=0 dL min
surfaces T e-— = t

Vv

dv

N —

Edaspidi asume kasutama matemaatilises fltsikasdapabla-vektorit.
Nabla V on kujuteldav vektor, mille komponentideks on okstse leidmise operaatorid
vastavate koordinaatide jargi:
vo@ 2@
oX oy o0z
Nabla-vektori skalaarkorrutis iseendaga on Laplaperaator ehkabla: V2= A |
0> 0* 07
A=( 21 A 2! 2) .
oX~ oy~ 0z
Nabla kui operaatori rakendamisel skalaarfunktsiean= ¢ (x,y,2 saame selle
skalaarfunktsiooni gradiendieradient (tahis gradp) on vektor, mille suunaks on
vastava skalaarse suuruse kodige kiirema kasvamnms®lsNaiteks temperatuuri gradient
on suunatud soojusallika poole. Kasutades gradiedditet, voime valemid 3.21
kompaktselt esitada kujul

dp Op Op
E=—gradp=-Vop=-—(—,—/—,—/—
grade @ (ax oy oz
Seega elektrivalja tugevus vordub potentsiaaliigradl vastandvaartusega. Elektrivali on
suunatud mitte potentsiaali kasvu veahanemisesuunas. Positiivse laenguga keha
ligub valja joudude mojul potentsiaali languse isas, sest potentsiaalne energia kahaneb

(energia miinimumi printsiip).



