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3.1. Keskvddrtus

3. JUHUSLIKU SUURUSE ARVKARAKTERISTIKUD

Eespool nédgime, et juhusliku suuruse jaotusseadus iseloomustab tdielikult juhuslikku suurust
tdendosuslikult vaatekohalt. Jaotusseadus voOimaldab leida juhusliku suurusega seotud iga
stindmuse tdendosust. Jaotusseaduse pdhikujudeks on teatavasti jaotustabel diskreetse juhusliku
suuruse puhul ja jaotusfunktsioon (jaotustihedus) pideva juhusliku suuruse korral.

Nagu nédgime alapunktis 2.9 (Tdendosustiheduse hindamine eksperimendist), on pideva suuruse
korral jaotustiheduse eksperimentaalne leidmine sageli viga kulukas ja toomahukas iilesanne.
Enamasti aga ei olegi jaotusseadust tarvis teada (ei ole tarvis nii tdielikku infot). Piisab, kui
kasutada nn juhusliku suuruse arvkarakteristikuid, mis iseloomustavad juhusliku suuruse
integraalseid omadusi. Ilma liialdamata v3ib 6elda, et tdendosusteooria rakendamisel praktiliste
iilesannete lahendamiseks on oluline osata kasutada juhusliku suuruse arvkarakteristikuid, jittes
korvale jaotusseadused.

Olulisemateks arvkarakteristikuteks on keskvéidrtus ja dispersioon. Peale nende pohi-
karakteristikute kasutatakse veel suurt hulka teisi arvkarakteristikuid nagu kvantiilid, mediaan,
mood, momendid, asiimmeetriakordaja, ekstsessikordaja, karakteristlik funktsioon, entroopia
jmt. Kéesolevas peatiikis vaatleme keskvédrtuse ning dispersiooni arvutamist ja eksperimentaal-
set midramist.

3.1. Keskvaiértus

Keskviartus on juhusliku suuruse tdhtsaim arvkarakteristik, mis iseloomustab juhusliku
suuruse paiknemist.

Juhusliku suuruse X keskviirtust tihistatakse matemaatikas ja fiiiisikas iisna mitmel erineval
viisil. Levinumad tdhistused on

m, m,, m[x], X, <Xx> — fiitisikute hulgas;
EX, M [X ] R — matemaatikute hulgas.

Siin tahis 77, M on vdetud ingliskeelse sdna mean (keskmine) esitihest, i aga on tulenenud
prantsuskeelse sona espérance (lootus, ootus) esitidhest.

Kaesolevas kursuses kasutame enamasti tihist
m

ja kui tahame eriliselt rohutada voi esile tuua juhuslikku suurust, mille keskmisega on tegemist,
siis kasutame téhist

m[X ]
Tahise
X

reserveerime aritmeetilisele keskmisele.



3.1. Keskvddrtus

Diskreetse juhusliku suuruse X :{ Xis Xpy eeey X, } keskviirtuseks nimetatakse

suurust (arvu)
n
m= Y XD, (LD)
k=1

kus p, = P(X =x,).

Kui voimalike vaartuste hulk on loenduv, siis
m = Zxkpk, (1.2)
k=1

kusjuures eeldatakse, et summa paremal koondub (on 10plik). Kui summa ei koondu, siis
harilikult keskvéértust juhuslikule suurusele ei omistata.

Pideva juhusliku suuruse X, mille jaotustihedus on f (x) ja voimalike véartuste hulk on kogu
reaaltelg, keskvidrtuseks nimetatakse arvu

m= jxf(x)dx, (1.3)

eeldusel, et integraal eksisteerib (koondub absoluutselt).

Kui voimalike véartuste hulgaks on 161k [a R b], siis

m =Ixf(x)dx. (1.4)

Miirkus. Valemid keskvéirtuse arvutamiseks langevad kokku valemitega varda massikeskme
arvutamiseks, kui varda mass on vOrdne lihega. Teisisonu, keskvéartus on iihikmassiga varda
staatiline moment.

Niiide. Astmejaotuse keskviirtus.

Astmejaotus on

r—1 x>1,

xX;r) = r? 1.5
S (xr) )i) x <1, ()

konstant 7 — 1 lugejas arvestab normeeringut ( f integraal X jdrgi rajades [1,00) olgu vordne

tihega). On niha: selleks, et jaotus oleks positiivne, peab kehtima 7 > 1. Astmejaotuse graafik
on toodud erinevate parameetri 7* vairtuste korral joonisel 1.1.



3.1. Keskvddrtus

157
fix,15) |
Sf(x,2.0)
f(x,25) 057
0
X
Joonis 1.1

Arvutame astmejaotuse keskvéartuse

o0

r—1 |

-2 ‘
2—7" Xr 1

mzofxf(x,r)dx: (r—l)]le_” dx =

Nieme, et keskviirtuse eksisteerimiseks on tarvilik tingimuse 7 —2 >0 ehk » > 2
kehtimine — vastasel juhul ei koonduks iimarsulgudes olev avaldis 1dpmatuses nulliks, vaid oleks
16pmata suur. Kui see tingimus on tdidetud, siis saame

r—1
m = , r>2. (1.6)
r—2
Seega, keskviirtus on alati suurem tihest (pole ka midagi imestada, kuna kogu jaotuse kandja
asub punktist iiks paremal) ja kasvab piiramatult kui 7* ldheneb iihele paremalt (joonis 1.2).

10

m(r)

Joonis 1.2



3.2. Dispersioon ja ruuthdlve

Oluline asi, millele selle nditega tdhelepanu juhime, on asjaolu, et 10pmatusse ulatuva kandjaga
(sama kehtib miinuslopmatuse puhul) juhuslikul suurusel ei pruugi keskviirtus eksisteerida.
Selle (keskviirtuse) olemasoluks on vajalik, et jaotustihedus ldheneks nullile piisavalt kiiresti,

kui X —> £ 00.Ldpliku kandja puhul sellist probleemi ei teki.

Keskvddrtuse omadusi.

Néitame moned olulisemad keskvdirtuse omadused, mis kehtivad nii diskreetse kui pideva
juhusliku suuruse korral.

1. Konstandi keskviirtus. Konstandi keskvaartus on see konstant ise
mlc] = c
2. Homogeensus. Konstandi voib tuua keskvéértuse siimboli ette
m[cX] = cm[X].

Tdestatakse see pideval juhul nii

mlcX] = Tcxf(x)dx = CT x f(x)dx=cm|X].

Analoogiline on tdestus diskreetse juhusliku suuruse korral.

3.2. Dispersioon ja ruuthalve

Teades juhusliku suuruse keskvédrtust, ei saa veel otsustada, milliseid véértusi juhuslik suurus
voib omandada ja kuidas nad on hajutatud keskvéartuse iimber. Kui jaotusfunktsioon on histi
kitsas, kui juhusliku suuruse hajuvus on viike, siis on keskvédrtusest kiill, et iseloomustada
juhuslikku suurust. Kui aga jaotusfunktsioon on lai ja lame? Meil on tarvis suurust, mis
voimaldaks kvantitatiivselt hinnata jaotuse ,kitsust“ voi ,hajuvust™. Selliseks suuruseks on
dispersioon.

Dispersiooni defineerimiseks toome esmalt sisse juhusliku suuruse hdlbe ehk tsentreeritud
Jjuhusliku suuruse

X=X -mlx] 2.1)

Pole raske veenduda, et hélbe keskviirtus on vordne nulliga. Tdepoolest

mm = (X —m[x]] =mX]-mfm[X]] = mx]-m[x] = 0

See on seletatav sellega, et vdimalikud hélbed on erinevate mérkidega ja summaarselt
kompenseeruvad. Jarelikult ei iseloomusta hidlve hajuvust. Tsentreerimine tdhendab

geomeetriliselt seda, et koordinaatide alguspunkt viiakse punkti m[X ]



3.2. Dispersioon ja ruuthdlve

Dispersioon

Juhusliku suuruse dispersiooniks (ingliskeelne nimetus variance) nimetatakse suurust

0 2

D = DX] = mX | = m[(X—m[X])z], 2.2)

mis voetakse iiheks hajuvuse karakteristikuks. Seega on dispersioon juhusliku suuruse iiheks nn
Jjuhuslikkuse mddra iseloomustajaks.

Teised levinumad tdhised dispersioonile on veel G (dispersioon on siin tdhistatud kui
ruuthélbe ruut). Kdesolevas kursuses kasutame dispersioonile tihist

D

ja kui tahame rohutada voi esile tuua, millise juhuliku suurusega on tegu, siis tihist
D[x].
Vastavalt definitsioonile (2.2) on diskreetse juhusliku suuruse dispersiooni arvutusvalem

D = Y (x-m)p,. (23)

1

Niisiis, tegu on tdendosustega kaalutud iiksikrealisatsioonide hilvete ruutude summaga.
Analoogiliselt, pideva juhuliku suuruse korral annab (2.2)

D = ]S(x—m)2 f(x)dx. (2.4)

Dispersiooni praktiliseks arvutamiseks sobib kasutada jirgmist Steineri valemit
2
plx] = wlx’] - (mlx])
ehk liihemalt

D = m[Xz] - m’ (2.5)

.. . . . 2 ~ .
Siin esimene suurus paremal on keskvéirtus juhusliku suuruse ruudust X ~. Kdige lihtsam on
seda valemit tdestada, esitades valemeis (2.3) ja/voi (2.4) ruutavaldise iimarsulgudes kujul

(x - m)2 = X 2 - 2xm + mz. Vaatame detailsemalt (2.5) tdestust pideva juhusliku
suuruse juhul (2.4)

D = T(x—m)zf(x)dx = T(x2—2xm+m2)f(x)dx =

= szf(x)dx —2mef(x)dx + mZT 7(x) dx.

7



3.2. Dispersioon ja ruuthdlve

Siin teine integraal on X keskvidrtus 71 ja viimane integraal on normeerituse tdttu vordne
tthega. Seepdrast saame

D = '[xzf(x)dx -2m* + m = _[xzf(x)dx -m’

mis ongi valem (2.5). Uhtlasi oleme ka saanud ilmutatud esituse juhusliku suuruse ruudu
keskvédrtuse arvutamiseks:

m[Xz] = szf(x)dx : (2.6)

Ndide. Astmejaotuse dispersioon.

Olgu jaotusfunktsiooniks astmejaotus (1.5). Dispersiooni arvutuseks kasutame valemit (2.5).

Keskvéirtus 71 on teada valemist (1.6), seega on vaja leida m[X 2 ], kasutades selleks seost
(2.6) ja jaotusfunktsiooni (1.5):

)1 far—l
m[X] = _!-x 7

0

r—1( 1

-3 *
3—r\x" )

dx = (r—l)sz_rdx =
1

Siin timarsulg annab 18pliku tulemuse vaid siis, kui on tdidetud tingimus 7* > 3. Sel juhul
annab limarsulg iilemise raja juures nulli ning saame 15plikult

r—1
r—3

2
mlx?] =
Seega saame dispersiooni jaoks

D = D(r) = r—-1 (r-1 B r—1
- r—3 r—2 (r=3)r-2)°"

Selle dispersiooni graafik parameetri 7 funktsioonina on toodud joonisel 2.1.

D(r)

Joonis 2.1

8



3.2. Dispersioon ja ruuthdlve

Nieme, et dispersioon ldheneb kiiresti 10pmatusele, kui parameeter 7° ldheneb kolmele. Ja
vastupidi, parameetri kasvades dispersioon ldheneb kiiresti nullile.

See nédide demonstreerib seda tdsiasja, et — sarnaselt keskvéartusele — vajab 16pmatu madramis-
piirkonnaga juhuslik suurus dispersiooni Idplikkuseks (st eksisteerimiseks) kiillalt kiiret

tdendosustiheduse nullile lihenemist protsessis X —> F00 . Jaotusfunktsiooni nullile lihenemise
kiiruse mézrab kiesolevas niites parameeter 7 — mida suurem see on, seda kiirem on f'(X)
nullile 1dhenemine (vt joonis 1.1). Nagu ndeme, on dispersiooni eksisteerimiseks tarvilik suurem
nullile 1dhenemise kiirus (7 > 3) kui oli tarvilik keskvdirtuse olemasoluks (seal oli tarvilik

r>2 ). See tulemus on iisna iildine: Idpmatu kandjaga jaotusfunktsiooni korral on tingimused
dispersiooni eksisteerimiseks hoopis karmimad kui keskvéartusele.

Dispersiooni omadusi

Vaatleme dispersiooni pdhiomadusi, mis kehtivad nii diskreetse kui pideva juhusliku suuruse
puhul.

1. Dispersiooni mittenegatiivsus.

a) Mittejuhusliku suuruse dispersioon on null. Konstandi dispersioon on vdrdne nulliga

Dlc] = o.
Todestuseks teisendame

Dle]=m| (c=mlc])* ]=m|0]=0.

b) Juhusliku suuruse dispersioon on alati positiivne.

Vaatame mdiidranguid (2.3) ja (2.4). Diskreetsel juhul (2.3) on summa all ainult positiivsed
suurused, ja positiivsete suuruste summa on positiivne.

Erandjuhuks on mittejuhuslik diskreetne suurus, mil summa koosneb vaid iihest liikmest, mis on
parasjagu null.

Analoogiline on tdestus pideval juhul (2.4): integraal positiivsest funktsioonist on positiivne.

Ka siin on piiril erijuhuks iihteainsasse punkti X = C lokaliseeritud jaotus, mida kirjeldab
delta-funktsioon

f(x) = d(x-o).
2. Ruuthomogeensus. Kehtib vordus
D[cX]=c*D[X].
Keskvéirtuse omaduste pdhjal
Dlex]=m{(ex —ml(e0))|= m{(ex - em[x]’ |-
e -mlx))=eply]



3.2. Dispersioon ja ruuthdlve

3. Soltumatute juhuslike suuruste summa dispersioon.

Kui suurused X ja Y on sdltumatud juhuslikud suurused, siis
D[X £Y]|=D|X]+D|r].

Toestuseks teisendame, kasutades keskvaartuse aditiivsuse omadust

D[XJ_rY]znfl[(XiY—m[)(w_tY])z]:m[(j'p_r 10/)2} _

m{)gzi 2X Y+ YOZ} - p[x]+D[r]

m XY = X |-m 7 | 0.

D[X +c]=D[X].

sest

Erijuhul

Standardhdilve (ruutkeskmine hiilve).

Dispersiooni ruutjuurt

c = D @2.7)

nimetatakse standardhéilbeks, ruutkeskmiseks héilbeks ehk ruuthilbeks.

Standardhélbe iildlevinud tdhis on: (0)

Definitsioonidest on néha, et dispersiooni dimensioon on vordne juhusliku suuruse dimensiooni
(mddtithiku) ruuduga, standardhdlbe dimensiooniks on aga juhusliku suuruse dimensioon.
Seetdttu kasutatakse praktikas harilikult standardhélvet.

Analoogiliselt dispersiooni omadustega saame kirjutada ka standardhdlbe omadused.

Siin mérgime ainult {ihe omaduse:
o(cX) =|do(X).

Teades juhusliku suuruse X keskvidrtust M ja standardhilvet G, saame ettekujutuse suuruse

X véimalike vidrtuste paiknemise piirkonnast.

10



3.3. Juhusliku suuruse momendid

3.3. Juhusliku suuruse momendid

See on esmatutvus momentidega ja siin me anname vaid definitsioonid.

Keskmistamine, keskmistusoperatsioon. Olgu meil antud suvaline (mittejuhuslik!) juhusliku
suuruse funktsioon @(X). See tihendab seda, et kui juhuslik suurus omandab viirtuse

X = x, siis @ omandab viirtuse @(X). Juhusliku suuruse niitena olgu siinkohal nimetatud

Astmefunktsioon X1 ;

Eksponentfunktsioon CX;

Koosiinusfunktsioon COS X ;

@ i ole juhuslik funktsioon. See tihendab seda, et samale argumendi vairtusele X = X
vastab alati iiks ja seesama funktsioonivéirtus (D(x). Samal ajal on tegu juhusliku suurusega

selles méttes, et argument on juhuslik suurus ja seetdttu on ka katsetel saadavad @ virtused
10ppkokkuvottes juhuslikud. Omab motet arvutada selle funktsiooni keskviértus ehk
matemaatiline ootus, mille defineerime diskreetse juhusliku suuruse korral valemiga

m@X)] = > pd(x)

ja pideva juhusliku suuruse korral valemiga

m@(x)] = [@x) f(x)dx.

Tahtsaimad juhusliku suuruse funktsioonid, mida kdige enam keskmistatult kasutatakse, on
juhusliku suuruse astmed (astmefunktsioonid), mida nimetatakse momentideks. Eristatakse
tsentreerimata ja tsentreeritud momente.

Juhusliku suuruse k-ndat jirku tsentreerimata momendiks ¢ algmomendiks nimetatakse
juhusliku suuruse k-nda astme keskvairtust

K, =m[Xk].

Juhusliku suuruse k-ndat jirku tsentreeritud momendiks nimetatakse juhusliku suuruse
tsentreeritud k-nda astme keskvaartust

0

Hy=m ‘XOVk =m[(X—m[X])k].

Eespool vaadeldud suurustest on :

Jaotusfunktsiooni norm — nullindat jarku algmoment
Keskvddrtus — esimest jdarku algmoment
Dispersioon — teist jdrku tsentreeritud moment

11



3.4. Uhtlase jaotuse keskvdicirtus ja dispersioon

Kéesolevas kursuses piirdumegi nende kolme momendiga. Nimetame siinkohal siiski, et
enamkasutatavad lisaks kolmele eelnimetatule on veel kolmandat ja neljandat jarku tsentreeritud
momendid, millega on seotud suurused asiimmeetria (iseloomustab jaotuse ebasiimmeetrilisust)
ning ekstsess (iseloomustab jaotusefunktsiooni vertikaalset vdljavenitatust).

3.4. Uhtlase jaotuse keskvéiértus ja dispersioon
Loigul [a, b] tihtlase jaotuse (punkt 2.5) jaotusfunktsioon on
1
f(x)=—,
b—a

Pannes selle keskviartuse arvutusvalemisse (1.4), saame

a<x<h.

b

b b 2 2 2
m:'[x 1 dy — 1 dex: 1 X :b a =a+b.
b—a b-a? b—a\ 2 ) 2(b-—a) 2

See on 16igu [a, b] keskpunkt. Et tegemist on 16igu keskpunkti suhtes siimmeetrilise jaotusega
(joonis 4.1), siis on ka loomulik, et keskvaartus iihtib siimmeetriakeskme asukohaga.

f (x) Siimmeetriatelg

IA

b-a

2

- X
m=
b ey P

Joonis 4.1

Dispersiooni arvutamisel kasutame Steineri valemit (2.5). Leiame esmalt teist jirku algmomendi

AN 1 1 (Y
m[Xz]zsz dx = szdxz — | =
~ b-a b-a- b—al 3
B b’ —a’ _(b—a)(az2+ab+bz)_az2+ab+b2
3(b-a) 3(b—a) 3 '

Nuid saame
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3.5. Eksponentjaotuse keskvdcdrtus ja dispersioon

2 2 2 N2
D - m[Xz] o2 +ab+b” (a+bj :(b a).

3 2 12
Standardhéilbele tuleb siit

GZ\/BZ b—a b—a

~ 0.577 :
2

1
V3
Standardhdlbe ulatus (s.o intervalli [m—c,m+c ] ulatus) on nédidatud joonisel 4.1

kahepoolse noolega. Standardhdlbe viirtusest on ka nédha, et kahekordsele standardhélbele
vastav intervall [m —20,m+ 20 ] sisaldaks eneses juba kogu juhusliku suuruse

muutumispiirkonna [Cl,b]. Teiste sonadega, andes hajuvuspiirkonnana pluss-miinus kaks

standardhdlvet keskvéértusest, saavutame, et juhuslik suurus satub sellesse piirkonda
toendosusega 1 (eeldusel, et jaotus ikka on iihtlane!).

3.5. Eksponentjaotuse keskvaartus ja dispersioon

Eksponentjaotus (vt punkt 2.6) on antud valemiga

709 0, x <0,
X)=
de M, x>0,

Siin on otstarbekas arvutada esmalt suvaline algmoment ja seda kasutada keskvéirtuse ja
dispersiooni leidmiseks. Me saame k-nda algmomendi jaoks vastavalt punkti 3.3 definitsioonile

;,tkzm[Xk] = Txkke_“ dx = kake_M dx .
0 0

Rakendame integraali arvutamisel parameetri jargi diferentseerimise votet:

Tx"”e_M dx = (— i)k T e™ dx
dh '

0 0

Kuna viimase integraali viértus on

o0
J.e_’“x dx =
0

k oo k
ptoo= x(—ij Jerdx = x(—ij L
d\ dr) A

0

siis saame

Vsttes siin K = 0, 1 ja 2, saame kerge vaevaga
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3.5. Eksponentjaotuse keskvdcdrtus ja dispersioon

l,lo = 1 (Normeering tihele on kehtiv nagu peabki olema!)
o= o
}L 2
2
2
L= -5

A

k!

[Kerge on saada ka iildavaldist uk = i uaga seda ei ldhe meil selle kursuse jooksul

vaja.|

Seega, eksponentjaotuse keskviértus on

ja dispersioon on
2 2
D = - mr= = - — =

Standardhilbe jaoks saame siit

1
c=+vD = —.
A
Niisiis, eksponentjaotuse korral on keskvéairtus ja standardhélve arvuliselt vordsed. Joonisel 5.1
on niidatud eksponentjaotuse keskviirtus ja ruuthilve, kui jaotusfunktsioon on skaleeritud A
tthikutes ja x-telg — 1/ A iihikutes.

f&)
A

Ale |

m=1/}

Joonis 5.1
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3.6. Normaaljaotuse keskvddrtus ja dispersioon

3.6. Normaaljaotuse keskvédértus ja dispersioon

Normaaljaotuse e Gaussi jaotuse defineerisime punktis 2.7 valemiga:

1 (x—a)’
X) = exp| ——— (6.1)
S o+\27 P 26°

kus a@ ja O olid etteantud parameetrid. Osutub, parameeter @ on normaaljaotuse
keskviirtus ning G on normaaljaotuse standardhiilve:

m = a, (6.2)

D = o (6.3)

Nii et tegemist on jaotusfunktsiooniga, mille pohiparameetrid avalduvad tema esimese kahe
momendi kaudu. Me vdime valemeid (6.2) ja (6.3) kasutades esitada normaaljaotuse ka kujul

_(x—m)®

J(x)= TD D

Veendume valemite (6.2) ja (6.3) paikapidavuses.

f&)

Joonis 6.1

Keskvidirtuse vordumine @ -ga jéreldub tegelikult juba asjaolust, et jaotusfunktsioon (6.1) on
siimmeetriline punkti @ suhtes (joonis 6.1, vt ka punkt 2.7, joonised 7.1-7.3). Lihtne on (6.2)

kehtivust ndidata ka keskvéartuse definitsioonist (1.3) 1dhtudes:
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3.6. Normaaljaotuse keskvddrtus ja dispersioon

T (x—a)’ 1 % (x—a)’
m = :[OXEGXP[— TJCZX = ﬁ:[ox exp(— T]dx =
= rj(y+a)exp( jdy =
2 )dy
G

1 % y?
= exp| — dy + ex
o+ 2n :[oy p( 62] Y ov2m '[ p(

Siin esimene integraal on null, kuna tema integrand on koordinaatide alguse suhtes paaritu
funktsioon:

Tyexp— dy = quexp— dy + Tyexp— dy
e —oo 0

— —Tyexp— dy + Tyexp— dy = 0.
0 0

(Tegime negatiivsel poolteljel antud integraalis muutujavahetuse y — —).)

Teine integraal M1 avaldises vordub @ korda normaaljaotuse norm. Et tegu on normeeritud
jaotusega ja norm on iiks, siis olemegi saanud vorduse (6.2).

Vorduse (6.3) toestamiseks 1dhtume dispersiooni definitsioonist (2.5)

_+w N2 1 (x— a) _
D —_J.(x m) cs\/%exp( Py de =

= cy\/_j.(x a)’ exp( (2_661) j —

2
_ | j y exp[ o jdy (*)

Tahistame siin ajutiselt eksponendi all U = 1/ (26 2 ) Siis saame integraali arvutada nii:

Tyz eXp(—

Normeerimistingimusest (punkti 2.7 valem (7.2)) jareldub

2 3 o
2ycz jdy = L Viexpl-op’)dy = _% L exp(- o Jy.
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3.6. Normaaljaotuse keskvddrtus ja dispersioon

0 2 o 2
j exp —% dx =I exp| — dy = o+2m,

mis parameetrile Ol iile minnes annab

jenlot = [©

—0o0

Pannes selle integraali vadrtuse avaldisse (**), saame

% 2
5 h% B d E B Jr _
_J;)y P Vo= da. 207
= %2”03 = o’'2m.

Saadud tulemuse paigutamine avaldisse (*) annab valemi (6.3).

Normaaljaotuse praktilisel kasutamisel (ndit mddtevigade teoorias) on levinud juhusliku suuruse

X vaatlemine jargmiste piirkondade kaupa vasakule ja paremale matemaatilisest ootusest 71 :
+o, *20, *30.

Vaatleme vastavaid 16ike, mille keskel on matemaatiline ootus:

y[m-o,m+a],

2) m —20,m+ 20],

3) [m—30,m+30].
Vastavaid 10ike nimetame usaldusintervallideks.

Kiisime esmalt, millise tdensosusega satub suurus X vahemikku [m —Oo,m+0 ] ehk milline
on selle loigu usaldusnivoo? Usaldusnivoo mdiste defineerisime punktis 2.3. Vastuse annab

valem (7.6), kui seal kasutada usaldusintervalli [0( R ﬂ ] otspunkidele véartusi & = M — O,
p=m+0o

Pm-o<X<m+o) = leﬁ —erf

o2 af
= erf(1/4/2) = 0,683.

Seega, otsitav usaldusnivoo on véljendatav veafunktsiooni kaudu. Numbrilise vairtuse saamiseks

tuleb leida tdendosusfunktsiooni €rf viirtus kohal 1/ \/E = 0,707 vastavast tabelist voi lasta
see vilja arvutada arvutil. Viimane on kidesoleval ajal kdige levinum viis. Néiteks Mathcad

sisaldab funktsiooni €rf(X). Tulemus on 0,683 ehk 68,3 %. S.t, kahel kolmandikul
juhtudest satub normaalselt jaotunud juhuslik suurus vahemikku [m —Oo,m+0 ]
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3.7. Keskvddrtuse hindamine mootmistulemustest

Analoogilised arvutused ldikudel 2) ja 3), s.o usaldusintervallides poollaiustega 20 ja

30 annavad vastavalt
P(m-20<X <m+20) = erf(2/+/2) = 0,954,
P(m-3c<X <m+30) = erf(3/~/2) = 0,997,

s.t, kahekordse standardhélbe piiridesse satub normaalselt jaotunud juhuslik suurus tiheksakiimne
viiel juhul sajast, ja kolmekordse standardhilbe piiridesse — 997-1 juhul tuhandest.

Toodud valemite iildistus intervallile, mis paikneb siimmeetriliselt keskvédrtuse suhtes ja mille

poollaius on standardhélbe iihikutes mdddetuna k , on

P(m—ko < X <m+ ko) = erf(k/~2).

Fiiisikaliste suuruste mootmisel nimetatakse suurust K katteteguriks. Kattetegurile vastav
usaldusnivoo viljendatakse protsentides ja tdhistatakse P voi p(k ) Usaldusnivoo
arvutusvalem on siis

p(k)=100-erf(k /~/2) (64
Niisiis, katteteguritele k= 1, 2 ja 3 vastavad usaldusnivood 68,3%, 95,4% ja

99,7%.

3.7. Keskvadrtuse hindamine méotmistulemustest

Punktis 2.6 vaatasime pideva juhusliku suuruse jaotustiheduse eksperimentaalset hindamist. Kui

tdendosustihedus on iga intervalli A j jaoks keskpunktiga punktis X ; hinnatud ja on teada tema

ligikaudne véértus fj* , siis saab keskvéddrtuse hinnata valemiga
M
mzm=2xjfjAj, (7.1)
j=1
mis ei ole ju mitte midagi muud, kui punkti (3.1) definitsioonivalemi (1.3)

m= Txf (x)dx

lahendamine 18pliku summaga. Kui kasutada tiheduste fj* asemel suhtelisi sagedusi (vt

definitsioon punktis 2.6) p ;» is on tihedustega seotud valemiga p ;= fj A j» sis saab (7.1)

tuua kujule
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3.7. Keskvddrtuse hindamine mootmistulemustest

m=)x,p,. (71.1°)
7

See valem on samasuguse viljandgemisega nagu on diskreetse suuruse keskviddrtuse arvutus-
valem. Sisuline erinevus siiski on ja see seisneb selles, et siin on p j sagedushinnang, mis
laheneb nullile, kui intervallide arv 1dheneb 16pmatusele ja intervalli pikkus nullile. Sel piirjuhul
on muidugi digem ja jarjekindlam kasutada valemit (7.1).

Osutub, eksisteerib tunduvalt lihtsam viis keskvidrtuse hindamiseks, mida enamikul juhtudel
kasutatakse, ja mis on eriti digustatud ja mugav, kui modtmiste arv on véike. See keskvéértuse
hinnang on aritmeetiline keskmine. Vaatame taas juhusliku suuruse realisatsioonide jada e
valimit

N (7.2)

(tdime sisse esmakordselt punktis 2.6, kui asusime sagedusjaotust kirjeldama). Keskvéirtuse
hindamine sellel valimil aritmeetilise keskmisega kéib valemiga

1 N
m = Xy = —) X, (7.3)
N NZ‘

s.t, me arvutame liksikmootmiste aritmeetilise keskmise.

See valem tundub pohjalikult erinevat hinnangust (7.1). Tegelikult on need valemid aga viga

lihedased ning annavad lihedased tulemused, eriti kui NV ja M on piisavalt suured. Tegemist
on vaid erinevate summeerimisviisidega. Aritmeetilise keskmise arvutamisel summeerime
tulemused nii, nagu nad meil ,,naturaalselt tulevad, s.0 mddtmistest saame ja saamise jirjekorras
nummerdanud oleme, seejirel jagame tulemuse 1dbi katsete tildarvuga. Valemi (7.1) kasutamisel
oleme aga eelnevalt grupeerinud liidetavad gruppidesse juhusliku suuruse X lihedaste
védrtuste jargi. Et (7.3) ja (7.1) on praktiliselt iiks ja seesama, veendume, kui grupeerime summa
(7.3)-s tUmber ja toome ta kujule (7.1). Selleks tuleb koguda samasse gruppi koik need

mddtmistulemused, mis kuuluvad vidrtuste poolest parajasti intervalli A j ja sel wiisil

grupeerida kdik /N md&tmistulemust vastavalt X ; kuuluvusele iihte vdi teisse intervalli:

. 1 N 1 M 1 M
Xy = N;xi = N; x};jxk ~ N;x jx;jl —
1 M M M . .
= Nz;xj”j = Z;xjpj = Z;xjfjAj = m.
Jj= Jj= Jj=

Umbergrupeerimise olu illustreerib joonis 7.1.

Loigule A ; satub 1 ; mootmistulemust (tdhistatud pidevate joontega, kuna mujale sattuvad
modtmistulemused on antud punktiiriga), mis aga lldjuhul (pideva juhusliku suuruse puhul)
voivad erineda intervalli keskvairtusest X ; maksimaalselt £ A j /2 vorra.
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3.7. Keskvddrtuse hindamine mootmistulemustest

Viikene ldhendamine leiab siin aset vahepealses teisendusfaasis, kus ldhendame 1digule Aj

sattuvad erinevad modtmistulemused X, selle 16igu keskpunkti koordinaadiga X ; (vt joonis
7.1). Kui aga 156igud A ; on valitud piisavalt vdikesed (mis muidugi eeldab, et nii mdotmiste

iildarv NV kui intervallide arv M on piisavalt suured), siis ka see erinevus on piisavalt viike.
Piiril N,M —> o0, A ;T O kehtib aga range vordus

*

limy,, xv = hmM,N—>oo,max[A]—>om = m. (7.4)
i
NA--1-
N1

=W
[
[

Joonis 7.1

Praktilistes arvutustes on aritmeetilise keskmise kasutamine oluliselt eelistatum. Esiteks ei
ole keskmise leidmisel mingit erilist motet tegeleda eelneva modtmistulemuste grupeerimisega
erinevatesse alamintervallidesse. Teiseks, aritmeetiline keskmine keskvéértuse hinnanguna omab
motet — ja enamikul juhtudel annab usaldusvéirse tulemuse — juba véga viikese moOdtmiste
iildarvu /N korral, mil sagedusjaotuse midramine on veel kiisitava viirtusega ja kvaliteediga.
Fiitisikaliste mdotmiste praktikumis niiteks on paljudel juhtudel juba mdttekad katseseeriad, kus

N=15.

Juhime tihelepanu asjaolule, et keskvddrtuse hindamisel aritmeetilise keskmisega ei ole mingit
vahet, kas moodetud suurus on diskreetne voi pidev suurus — arvutusvalem on molemal juhul
tdpselt iiks ja seesama aritmeetilise keskmise valem (7.3).
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3.8. Dispersiooni hindamine mootmistulemustest

3.8. Dispersiooni hindamine méétmistulemustest

Dispersiooni katselisel méédramisel on olukord analoogiline keskvéirtuse hindamisega.
PGhimétteliselt on voimalik leida eelnevalt juhusliku suuruse X approksimeeriv jaotustihedus

*

fj , seejarel arvutada keskvairtus valemist (7.1) ja dispersioon vastavalt definitsioonivalemile

M
D ~ D= Y(x;-m)f A,. (8.1)
j=1

Hoopis levinum (lisaks ka arvutuslikult 6konoomsem ja lihtsam) on siingi dispersiooni
hindamine aritmeetilise keskmisega:

1 & —
D = DN = O_}ZV = NZ('X" —X)z, (8.2)
i=1

kus X on matemaatilise ootuse hinnang valemist (7.3). Standardhélbe hindamiseks saame siit
arvutusvalemi

(8.3)

Suure mddtmiste iildarvu /N ja suure intervallide arvu M korral on need kaks dispersiooni

hinnangut, D’ ja D, , lihedased ja piiril lihevad molema iile tdeliseks dispersiooniks [ :

*

1imN—>oo, DN - lirnM,N—)oo,max[A]—)O D - D (8'4)

Miirkus 1. Piirvddrtused (7.4) ja (8.4), mille kohaselt hinnangulised keskvidrtused ja
dispersioonid lihevad piiril teoreetilisteks vidrtusteks, omavad sellise tihenduse ja motte, kui
meil on juhusliku suuruse jaotusfunktsioon teada ning seega on M ja D ka tipselt teada.
Paljudel (enamikul) juhtudel see nii ei ole, juhusliku suuruse jaotusfunktsioon ei ole teada
eelnevatest aprioorsetest kaalutlustest. Sel juhul tuleb vaadelda valemeid (7.4) ja (8.4)
keskvddrtuse ja dispersiooni mddrangutena.

Miirkus 2. Dispersiooni ja standardhdlbe hindamisel valemeist (8.2), (8.3) ei ole mingit vahet,
kas moodetud suurus on diskreetne voi pidev suurus — arvutusvalemid on molemal juhul tdpselt
tihed ja needsamad.
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3.9. Uhetaoliselt jaotunud suuruste summa keskvicirtus ja dispersioon

3.9. Uhetaoliselt jaotunud suuruste summa keskvéértus ja dispersioon

Tegelikult on nii keskvédrtuse hindamiseks meie poolt kasutusele voetud aritmeetiline keskmine
(7.3) kui ka dispersioonihinnang valemiga (8.2) molemad juhuslikud suurused. See tdhendab

seda, et kui korraldada korduvaid katseseeriaid, kus igas seerias tehakse /N mddtmist ja
arvutatakse aritmeetiline keskvédrtus (7.3), siis saadakse iga kord veidi erinev tulemus.
Analoogiliselt, iga kord tuleb valemist (8.2) veidi erinev dispersiooni vairtus. On intuitiivselt

selge — ja seda kinnitab ka eksperiment, et need erinevused on viikesed ja lahenevad nullile N
kasvades (vastasel juhul ei kehtiks ka piirvéartused (7.4) ja (8.4)), kuid see ei muuda olematuks

tdsiasja, et pohimotteliselt on nii Xy kui DN juhuslikud suurused. Et uurida nende statistilisi
omadusi, on otstarbekas kisitleda summadesse (7.3) ja (8.2) minevaid suurusi X, soltumatute,

ithesuguselt jaotunud juhuslike suuruste X « realisatsioonidena.

Vaatleme 72 sdltumatut juhuslikku suurust X i (k =12,...N ), mis on lihesuguse jaotusega

jajarelikult ka iihesuguste arvkarakteristikutega, s.t
m[X |=a, D[X,]=d.

Leiame juhuslike suuruste aritmeetilise keskmise
— ] &
Xy = N Z X,
k=1
arvkarakteristikud. Keskviértuseks saame

= 1 & 1 & Na
[ N] {N; k} Nkzz; [ k] N ¢ oD

Dispersiooni arvutus on natuke pikem, kuid annab samuti elegantse tulemuse

oix1= X - nlXF )=l £ 32 -a] | =m (L3 x -1 55a)

1 & 2 1 N N o o0 1] XX 0 0
=m _Z(Xi_m[Xi]) =2 M ZZXI‘XJ :_222]% X, X,
NS N? | N -
Kuna juhuslikud suurused on siin vastastikku soltumatud, siis
0 0 0, kuii#j,
m X, X, |= o
d, kut i=j.
Seepérast saame

1 1L dN d
D[X]|=— ===
[xX] vl =Ty
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3.9. Uhetaoliselt jaotunud suuruste summa keskvicirtus ja dispersioon

o(X)= \/% (9.2)

Uhesuguselt jaotunud /N séltumatu suuruse aritmeetilise keskmise dispersioon on /N

ning jareldusena

Seega:

korda viiksem kui iiksiksuuruse dispersioon ja standardhiilve on v/ /N korda viiksem kui
iiksiksuuruse standardhilve.

See on véga tdhtis ja fundamentaalne tulemus, mida kasutatakse laialdaselt fiiiisikalistel

modtmistel. Nimelt — kdigepealt tehakse N mdotmist. Seejirel leitakse modtmistulemuste
aritmeetiline keskmine

_ 1 &

Xv o= —Yx, o~ m 9.3)
NS

mis vastavalt punkti (3.7) tulemustele vdetaksegi moddetava suuruse 71 ldhisvairtuseks.
Eelneva pohjal on see usaldusvéidrsem kui iiksikmdotmised ja mddtmiste arvu suurenemisel
aritmeetiline keskmine erineb itha vidhem moddetava suuruse tegelikust keskmisest vdartusest,

kusjuures see erinevuse suurus on hinnatav valemiga aritmeetilise keskmise standardhélbele
(9.2).

Empiiriline dispersioon ja standardhdlve.

Kuna tavaliselt ei ole teada teoreetilist iiksikmootmise dispersiooni, tuleb see leida mootmistest
endist. Loomulik ja mdistetav on ka siin kasutada aritmeetilist keskmist. Siin on vdimalikud
kaks konkureerivat valemit. Uhe hindamisvalemi me juba tdime sisse seosega (8.2), see on:

D=~oy =%ﬁ(xk —)_cN)z.
k=1

Teine, konkureeriv valem méiirab nn empiirilise dispersiooni:
1 -\
Drst=—3(x, —xx) 9.4)
N k . .
=Pl

2
Méblema miirangu korral on tegu juhuslike suurustega: iga 15pliku /N korral on nii O y kui

S mingite juhuslike suuruste realisatsioonid. Osutub, et nende suuruste keskvéartused

rahuldavad seoseid
N -1
N

kus d on juba eespool selles punktis defineeritud iiksiksuuruse X  dispersioon. Nagu néeme,

m[afv]z d, m[sfv]: d, 9.5)

" 2 " o . ~ o 1 . . .
lahendab suurus S, vidhemalt matemaatilise ootuse (keskmise) mottes tdelist dispersiooni
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3.9. Uhetaoliselt jaotunud suuruste summa keskvicirtus ja dispersioon

o ~ .~ 2 .
Oigesti, kuna (esmavaatlusel voib-olla monevorra ootamatult) suurus O, alahindab

dispersiooni. Suurte /V -de korral ei ole suurt erinevust, millist dispersioonihinnangut kasutada,
véikeste puhul (N < 10) aga Kkill. Seepérast kasutame edaspidi juhuslikus suuruse

dispersiooni hindamisel valemit (9.4), mida nimetame suuruse X empiiriliseks dispersiooniks.
Kehtib

2
SN ~ d .
(Tegemist on muidugi d hinnanguga, mis on seda parem, mida suurem on N 1)

Juhusliku suuruse X empiiriline standardhiilve on vastavalt

N J—
Z(xi _xN)2
K

Kasutades seda hinnangut, saame ka hinnangu aritmeetilise keskmise standardhilbele (9.2)

~d . (9.6)

= ~ 2
. o 2 Z(‘xi _XN)
G[X]z uy=u(X,)= NN: l=1N(N_1) ’ 9.7)

mis on aritmeetilise keskmise empiiriline standardhilve.

Niiide. Olgu pliiatsitehases pliiatsiautomaadi poolt toodetavate pliiatsite pikkus X . Kui tipne
ka ei oleks masin, ka temale on omane eksimine (eksimine on inimlik = eksimine on masinlik)

ja 16ppkokkuvadttes pliiatsite pikkused veidi erinevad iiksteisest. Teiste sdnadega: X on juhuslik
suurus. Me tahame hinnata:

(1) milline on keskmine pliiatsi pikkus mida see masin produtseerib
(2) milline on iiksiku pliiatsi pikkuse standardhélve

(3) kui oleme hinnanud pliiatsi keskmise pikkuse, siis milline on selle keskmise hinnangu
enese standardhilve.

Votame peoga pliiatseid ja saame valimi (juhuslikult) 30 pliiatsist: N = 30. Mdddame nad ira,

olgu mddtmisoperatsioon ise tépne ja tulemused olgu X, . Niitid:

a) arvutame aritmeetilise keskmise Xy valemist (9.3). See annab meile (hinnangulise)

vastuse kiisimusele (1); olgu konkreetselt Xy = 198,0 mm

b) arvutame empiirilise standardhélbe §,, (8.6). See annab vastuse kiisimusele (2).

Olgu konkreetselt S, = I mm. Seejuures, eeldusel, et pliiatsite pikkuse jaotus on

normaalne, 67%  tdendosusega asub  lksikpliiatsi  pikkus  vahemikus
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3.9. Uhetaoliselt jaotunud suuruste summa keskvicirtus ja dispersioon

[;N —SN,E + SN] = [197,199] mm ja tdendosusega 95% vahemikus
[y =25, %y +25, |-[196,200] mm.

c¢) 1opuks, arvutame keskmise pikkuse enese hajuvuse valemist (9.4). See annab vastuse

kiisimusele (3). Konkreetse numbrilise véddrtuse ', = 1 mm korral saame

ulX, =5, /NN =1/430=1/548=0,18 mm.

Terminoloogiat. Summad X N,DN,S n kujutavad enesest keskmisi paljudest sdltumatutest

muutujatest. Nende iihiseks tunnuseks on, et nad iseloomustavad juhusliku suuruse keskmisi
karakteristikuid tunduvalt paremini kui iiks juhuslik suurus eraldi vottes. Niisuguseid
funktsioone nimetatakse matemaatilises statistikas statistikuteks.

.» Xy mddratud funktsiooni y(xl,..., XN)

Definitsioon. Valimil X, X5 ,.....X;_1,X;, X,
nimetatakse selle valimi statistikuks.

Nii néiteks on keskvidirtuse hinnang (7.3) keskviirtuse statistik ja dispersioonihinnang (8.2)
on dispersiooni statistik.
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4.1. Juhusliku vektori moiste

4. JUHUSLIKUD VEKTORID
4.1. Juhusliku vektori méiste
n-mootmeliseks juhuslikuks vektoriks nimetatakse vektorit
(X, Xy, s X)),
kus komponendid X' k (k =1, 2, ..., n) on juhuslikud suurused.

Kui 7 = 2, siis kasutame tahistusi X | = X, X , = Y. Kahemddtmeline juhuslik vektor
(X ,Y ) on juhuslik vektor (vabavektor voi kohavektor) tasandil (joonis 1.1). Juhuslike suuruste
paari (X ,Y ) voib interpreteerida ka juhusliku punktina tasandil. Analoogiliselt 7 = 3 korral
(X Y, Z ) on kas juhuslik vektor ruumis vai juhuslik punkt ruumis (joonis 1.2).

Y

(XJ Y) (XJY3Z’

X

X

Joonis 1.1 Joonis 1.2

Vektori komponendid X ; voivad olla nii diskreetset kui ka pidevat tiiipi juhuslikud suurused.

4.2. Kahemoéoétmelised diskreetsed juhuslikud vektorid

Vaatleme (lihtsuse mottes) kahemodtmelist diskreetset juhuslikku vektorit (X , Y ), kus
komponendid voivad omandada diskreetseid vaartusi

X X, Xypeureennn. b N X

Y: v, Voysrreeannn. Y joeeeenenennes v,

Sellise juhuslikku vektori tiieliku tdendosusliku kirjelduse annab jaotustabel.

Tahistame tdendosuse, et X omandab viiruse X; ja Y omandab viirtuse Y;» Pj-ga

26



4.2. Kahemootmelised diskreetsed juhuslikud vektorid

p;=P(X=x,Y=y)) @i=12,.m;j=12,..,n). (2.1)

Jaotustabel on siis kujul

Y Vi Yo oo Y
X

Xy Pun P - Py
X, Py Py - Py
xm pml 9 me pmn

Jaotustabeli koik elemendid on positiivsed (kuna nad on tdendosused). Kehtib normeerimis-
tingimus

Z p; = 1. (2.2)

i=1, j=1
See normeerimistingimus véljendab tdsiasja, et summaarne tdendosus mistahes suvalise

(x i) j) saamiseks on alati iiks (tegemist on tdese siindmusega).

Iimselt annab p, summeerimine ile indeksi J fikseeritud I korral kogutdendosuse X,

saamiseks suvalise ¥ viirtuse korral. Seega:
n
X _ —_ J—
pi=P(X=x)=)p,. 2.3)
j=1

X . . ~ o . g . . .
kus p. on juhusliku suuruse X tdendosusjaotus. Analoogiliselt annab P;; summeerimine tile

indeksi I fikseeritud j korral kogutdendosuse ); saamiseks suvalise X vairtuse korral:

p’ EP(Y=y,~)=Z;p,-,-- (2.4)

Kaht diskreetset juhuslikku suurust X ja ¥ nimetatakse séltumatuteks, kui tdenéosus p; esitub

~ . X . .
tdendosuste p; ja p; korrutisena:

Py =D D;-

Niide. Olgu meil kaks kuuetahulist tiringut. Uhel olgu silmad iihest kuueni (tavaline tiring),
teisel olgu tahud vérvitud paarikaupa siniseks, punaseks ja kollaseks.
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4.3. Kahemootmeline pidev juhuslik vektor

4.3. Kaheméétmeline pidev juhuslik vektor

Kahemodtmeline juhuslik vektor (X , Y ) on pidev, kui tema mdlemad komponendid X ja Y

on pidevad juhuslikud suurused. Eelnevas punktis vaadeldud diskreetse juhusliku vektori
jaotustabeli loomulikuks iildistuseks ning samal ajal ka {ihemddtmelise pideva juhusliku suuruse
tildistuseks kahemodtmelisele juhule on kaheméotmeline jaotusfunktsioon echk kahe-

moétmeline  jaotustihedus ehk kahemdoitmeline toeniosustihedus [ (X,y), mis on
defineeritud jirgneva seosega:

Px<X<x+dx,y<Y<y+dy) = f(x,y)dxdy. (3.1)

Niisiis, tGendosus saada juhuslik vektor punkti (X,y) iimbrusse pinnaelemendile dS = dx dy
on vordeline selle pinnaelemendi pindalaga, kusjuures vordeteguriks on toendosustihedus.

Avaldame valemist (3.1)-st tdendosustiheduse:
Px<X<x+dx,y<Y <y+dy)
f(x,y)= -
dxdy

See esitus litleb, et toendosustihedus on téendosus pinnaiihiku kohta vektori (X , Y )

sattumiseks punkti (x,y) iimbrusesse. Toeniosus P (x <X <x+ dx,y <Y< y+ dy)

on vordne risttahuka ruumalaga, mille aluse kiilgede pikkused on dX ja dy ning korgus on
f (x, y) (joonis 3.1). Seepérast nimetatakse seda suurust
P(x< X <x+dx,y <Y < y+dy) katéeniosuselemendiks.

fy

Joonis 3.1

Samas koordinaadistikus kujutab tdendosustihedus kdverpinda, mis koikjal paikneb iilalpool x, y-
tasandit nagu kujutatud joonisel 3.2.
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4.3. Kahemootmeline pidev juhuslik vektor

0o
T T T T T T T 1
N,

Joonis 3.2. Kahemdotmelise jaotuse ndide (kahemdotmeline normaaljaotus)

Diskreetse normeerimistingimuse (2.2) pidev analoog on

TTf(x,y)dxdy = J.Isz(x,y)dS = 1. (32)

—00—00

R* = (—OO <X<oo,—o<y< OO) tahistab siin kogu tasandit, dS on pinna-
element sellel tasandil.

Analoogiliselt (2.3) ja (2.4)-ga annab jaotustiheduse integreerimine iithe argumendi jargi
ithemddtmelise jaotustiheduse teisele vektori komponendile:

[fendy = g, (3)
[reayyax = ). (.4)

kus g(x) on juhusliku suuruse X jaotustihedus ja h(y) on juhusliku suuruse Y
jaotustihedus.

Kahte pidevat juhuslikku suurust (juhusliku vektori komponente) nimetatakse séltumatuteks
(nad on sdltumatud juhuslikud suurused), kui nende jaotusfunktsioon esitub lthemoddtmeliste
jaotuste korrutisena:

fxy) = gx)h(y). (3.5)
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4.3. Kahemootmeline pidev juhuslik vektor

Soéltumatuteks nimetamine on digustatud sellega, et siin iihe suuruse realiseerumise tdendosus ei
sOltu sellest, milline on parajasti teise suuruse vairtus.

Niide 1. Olgu juhuslikuks siindmuseks konkreetse inimese valimine kogu maakera elanikkonna
(inimsoo) hulgast. Selle inimese pikkus X on juhuslik suurus, samuti tema vanus (sekundites)
Y . Koos moodustavad pikkus ja vanus kahemdotmelise vektori (X ,Y ) . Ilmselt ei ole siin tegu
sOltumatute juhuslike suurustega, kuna vananedes (vdhemal esimese 15-20 aasta jooksul)
suureneb ka kasv.

Miirkus. Vaadates lisaks vanusele ja kasvule ka kehakaalu Z , saame iga juhusliku siindmusega
juba siduda kolmemddtmelise juhusliku vektori (X ,Y,Z). Vektori dimensiooni on vdimalik

veelgi jatkata, sest inimesel on kaugelt suurem hulk juhuslikke (,,kordumatuid) parameetreid
kui siinnimetatud kolm.

Niiide 2. Kahemdotmelise, piirkonnas € iihtlaselt jaotunud juhusliku vektori jaotustihedus on
1

f(xy) = {SQ)’
0, (X.Y)eQ,

(X,Y)eQ,

kus S (Q) on kujundi € pindala. Jaotustihedus on konstantne ala € kdigis punktides (see

konstantsus tdhendabki iihtlast jaotumust). Et konstant on just parajasti vordne ala pindala
poordviirtusega, see jireldub normeerimistingimusest (3.2) (ndidata iseseisvalt). Kahe-
modtmelise tihtlaselt jaotunud juhusliku suuruse jaotustiheduse ndide on toodud joonisel 3.3a.

fa fa

S=(b-a)(d—c)
= S
i \ X
1
1/S€) (b-a)(d—c)
- 1 ._'_y c d 3
X C.../" D ) ‘A ~ /
= X Q AN
Joonis 3.3a Joonis 3.3b

Et iihtlase jaotusega kahemdodtmelise vektori komponendid X ja Y oleksid vastastikku
sdltumatud, peab piirkond €2 olema ristkiilik, mis on orienteeritud x, y -telgede sihiliselt (joonis

3.3b). Sel ja ainult sel juhul on jaotustihedus alas €2 esituv ithedimensionaalsete jaotuste
korrutisena:
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4.4. Juhusliku kahemootmelise vektori keskvddrtus

1
J(y) = b-ad—o g(x) h(y) .

kus g(x) ja A(y) on vastavad iihemddtmelised iihtlased jaotused, mis on lokaliseeritud

16ikudel [a,b] ja [C,d]:

1

) — a<x<b ,
xX) = _
& (bO@ x<a, x>b,
L
c<y<d
Wy) = J(d-c)
0 y<ec, y>d.

Lihtne on veenduda, et kdik selles néites esitatud jaotused on korrektselt normeeritud iihele.

Niide 3. Kahe normaalselt jaotunud (vt punkt 2.7), vastastikku sdltumatu juhusliku suuruse,
mille jaotusfunktsioonid on vastavalt

1 __(x——a)2 , . (y b)
g(x)_cmexp 202 > Ja h(y) ﬂrexp 2IL[ s

ithine jaotusfunktsioon esitub korrutisena

f(y) = g h(y) = ﬁ exp _(xz_;) (yzﬂb)

Selle funktsiooni (kvalitatiivne) graafik on juhul a =b =0, o = N = 1 esitatud joonisel 3.2.

4.4. Juhusliku kahemootmelise vektori keskvaértus

Kahemddtmeline juhuslik vektor komponentidega (X, Y) on tiielikult iseloomustatud
kahemdotmelise jaotustiheduse f (x,y) poolt. Sealhulgas, kahemddtmelisest jaotustihedusest

saab arvutada ka suuruste X ja ¥ iihemddtmelised jaotustihedused g(x) ja /() vastavalt

eelnevas punktis toodud valemitele (3.3 ) ja (3.4). Jargnevates punktides anname sama vektori
statistilise kirjelduse esimest ja teist jirku momentide tasemel.
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4.4. Juhusliku kahemootmelise vektori keskvddrtus

Kahemod6tmelise juhusliku vektori (X , Y ) keskviirtus on mittejuhuslik kahemo6tmeline

vektor (m[X ],m[Y ]) komponentidega, mille véirtusteks on vastavate iihemootmeliste
juhuslike suuruste keskviirtused:

m[X]= de deyf(x,y) = de x g(x),

m|Y]= de Tdyyf(x,y)= Tdyyh(y)-

Keskvidrtuse omadusi.

Moningad ithemoodtmelise juhusliku suuruse keskvéértuse pdhiomadused tdime punktis 3.1.
Lisame siin veel moned, mis kehtivad kahemddtmelise juhusliku suuruse/juhusliku vektori
puhul.

Aditiivsus. Kahe juhusliku suuruse summa keskvaértus on nende keskvédrtuste summa
mX+Y| = m|X]+m[Y]
Tdestuseks saame kirjutada

mXx+Y] = [[(x+y) f(xy)dedy =

= [[xsemddy + [y e dsdy =

—00—00

= ng(x)dx + _[yh(y)dy = m[X] + m[Y}

—0o0

Multiplikatiivsus. Kui juhuslikud suurused X ja Y on sdltumatud, siis
mlX-Y] = m[X]m|Y]

Tdestus on analoogiline eelneva juhuga. Kasutame dra asjaolu, et sdltumatute juhuslike suuruste
korral kehtib paragrahv 2.6 valem (6.9): f (x , y) = g (x) h(y) . Seetottu

mx-¥] = [ [(xp) fGoy)dedy =

= [xg@adx [yh(y)dy = mlx]m[y].
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4.5. Kovariatsioonimaatriks

4.5. Kovariatsioonimaatriks

Kahemédtmelise juhusliku vektori (X, Y) kovariatsioonimaatriks on teist jirku
tsentreeritud (sega)momentide maatriks dimensiooniga 2x2:

ml(x =m[X]F] (X = m[X )Y - m[¥])]
(¥ =Y )X —m[x])] |y - m[r]?]
D[x] K[x,Y]
K[x,Y] D[r]

Niisiis, see on II jarku siimmeetriline ruutmaatriks. Segamomentide maatriksi kujul kirjutamine
on siin vaid parema llevaatlikkuse saavutamiseks. Diagonaalelemendid on juhusliku vektori
komponentide dispersioonid

0

Dlx] = [(c-m[X) gx)dv. DY] = [(v-mlY]} h(y)dy

Need langevad kokku ithemddtmelise juhusliku suuruse dispersioonidega.

Korvalelemendid (mittediagonaalsed elemendid maatriksis) on vdrdsed ja kujutavad enesest
juhuslike suuruste X ja Y korrelatsioonimomenti chk kovariatsiooni, mille tihis on

K, K[X,Y] cov[X,Y]

Tdhis COV on rohkem kasutusel matemaatikute hulgas.

Kovariatsioonimoment on defineeritud integraaliga

K= KXY T T x m (y—m[Y])f(x,y)dxdy. (5.1)

ehk keskmistusoperaatorit kasutades
0 0
K[X,Y]= m/ XY|.

Seeon X ja Y tsentreeritud teist jirku segamoment: kumbki juhuslik suurus liheb sellesse

avaldisse esimeses astmes, moment on aga teist jarku, kuna X ja Y teineteisega korrutamise
tottu on siin juhuslikkus teises astmes.

Korrelatsioonimomendi arvutamiseks voib kasutada (8.1)-st tulenevat arvutuvalemit (tuletada

iseseisvalt!)
K[X,Y]=m|XY]-m|[X]m|Y]

Korvuti korrelatsioonimomendiga K on kasutusel ja levinud suurus ka korrelatsioonikordaja
7', mis on standardhilvetele normeeritud korrelatsioonimoment:
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4.5. Kovariatsioonimaatriks

K[X,Y]

W . (5.2)

ro= r[X,Y] =

Markus. On voimalik defineerida ka juhusliku suuruse korrelatsioonimoment ja korrelatsiooni-
kordaja iseendaga: K[X, X] ja I’[X, X] [lmselt aga kehtib K[X, X] = D[X],
rl X, X]=1.

Korrelatsioonikordaja ja korrelatsioonimomendi omadusi.

1. Soltumatute juhuslike suuruste korrelatsioonikordaja.

Soltumatute juhuslike suuruste korrelatsioonimoment K ja korrelatsioonikordaja 7 on nullid.
Selles on lihtne veenduda, kasutades asjaolu, et sdltumatute juhuslike suuruste tdendosustihedus
esitub tthemddtmeliste tiheduste korrutisena (vt punkt (4.3), valem (3.5)):

f(x,¥y) = g(x)h(y).Seetdttu annab (8.1)
K[X,Y]:m[)of}m{ﬂ = 00 = 0

ning jareldusena (5.2)-st V[X, Y] =0.

2. Korrelatsioonikordaja tokestatus. Kehtib (Cauchy-Bunjakovski-Schwartzi) vorratus
(K[x,Y]} < bD[x]|D[r] (5.3)
ehk
KX, Y] < olx]olY].
millest jareldub tingimus korrelatsioonikordajale
-1 < r < 1 (5.4)

Toestuseks vaatleme alati mittenegatiivset suurust
0 0\?
pla) = m|| X+aY > 0.

Siin @ on suvaline reaalne parameeter. Selle avaldisega oleme defineerinud parameetri
funktsiooni p(@), mis peab olema mittenegatiivne suvalise @ virtuse korral. Arendades siin
ruutlitkme binoomina, saame sama tingimuse kujul

p(a) = D|X] + 2aK[X,Y] + &’D[Y]> 0.
Kui @ —> $00,siis p kasvab piiramatult ja liheneb + 00-le. Funktsiooni miinimum

peab saabuma mingis vahepunktis @, aga ka seal ei tohi p omandada negatiivset védrtust, s.t
peab kehtima
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4.5. Kovariatsioonimaatriks

pla,) = D[X] + ZaOK[X,Y] + aozD[Y]Z 0. (*)

Miinimumpunkti saame p(a) esimese tuletise nulltingimusest:

d—p:2K[X,Y] + 2aD[Y] = O,
da

millest
a, =—-K[X,Y]/D[r]

Pannes selle miinimumpunkti koordinaadi véadrtuse vorratusse (*), saamegi Cauchy-
Bunjakovski-Schwartzi vorratuse (5.3).

Korrelatsioonikordaja 7 viljendab funktsionaalse sdltuvuse méira juhuslike suuruste X ja Y
vahel. Kui nad on tditsa sdltumatud, siis on (nagu dsja eespool nédidatud sai) korrelatsiooni-

kordaja null. Absoluutselt maksimaalse viirtuse saavutab korrelatsioonikordaja, kui X ja Y on
omavahel lineaarses soltuvuses. Selletottu nimetataksegi vaadeldavat korrelatsioonikordajat

lineaarseks. Voib Gelda, et korrelatsioonikordaja absoluutviirtus iseloomustab teatud mottes X

ja Y vahelise lineaarse seose tugevust (vt joonised 5.1, 5.2, 5.3 ja 5.4).

y y
o *
# ’ g
Pl ! *
o *
+ *
+ +
Joonis 5.1a. X ja Y vahel on positiivne Joonis 5.1b. X ja Y vahel on negatiivne
lineaarne sdltuvus lineaarne soltuvus

Joonis 5.2. X ja Y vahel on tugev Joonis 5.3. X ja Y vahel on nork
positiivne korrelatsioon negatiivne korrelatsioon
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4.5. Kovariatsioonimaatriks

Joonis 5.4. Xja Y vahel lincaarne
korrelatsioon praktiliselt
puudub.
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5.1. Fiitisikalised suurused ja nende mootmine

5. MOOTEMAARAMATUS FUUSIKALISTEL MOOTMISTEL
5.1. Fliiusikalised suurused ja nende mé6tmine

Fiiiisikaline suurus — see on keha, aine voi nihtuse oluline omadus, mida saab kvalitatiivselt
eristada ja kvantitatiivselt méédrata.

Mootmine on flitisikalise suuruse vaartuse méairamine katselisel teel sellekohaste tehniliste
vahendite abil. Mootmised voivad olla otsesed voi kaudsed.

Otsemd0tmine on selline mddtmine, mille puhul meid huvitava suuruse viértus registreeritakse
vahetult modtmisvahendi skaalalt voi1 saadakse vahetult modduga vordlemise teel. Naiteks pinge
mddtmine voltmeetriga on otsemddtmine, sest pinge viirtus saadakse teada vahetult voltmeetri
skaalalt. Samuti on otsemddtmine pikkuse modtmine joonlaua voi nihikuga. Seejuures voivad
otsemddtmised sisaldada arvutusi lileminekukordajate voi skaala jaotise védrtuse arvutamiseks.
Sellised arvutused ei muuda fiiiisikalise suuruse mootmist kaudmdoodtmiseks.

Kaudmootmine on mootmine, kus mootmistulemus leitakse arvutuste teel (valemi abil)
otsemoddetud suurustest.

Niiide. Elektrivoolu to6 leidmiseks mddodame pinge U voltmeetriga, voolutugevuse I amper-

meetriga ja aja ' sekundkellaga ning t56 arvutame valemist A=Ult.

Fiiiisikalise suuruse viirtus Y on tema véirtuse hinnang arvu ) ja iihiku [Y ] korrutise

kujul, mis nditab mitu korda moddetav suurus erineb iihikuks valitud samanimelisest
fiitisikalisest suurusest.

Fiitisikalise suuruse viirtuse voib esitada kujul
Y=y[Y] (1.1)

kus [Y ] on teise sama liiki fiilisikalise suuruse véértus, mis on valitud iihikuks, ja } kujutab
endast arvu, mitu korda mooddetav fiilisikaline suurus on iihikust suurem. Vorrandit (1.1)
nimetatakse mootmiste pohivorrandiks.

Fiitisikalised suurused voib jagada divitiivseteks ja aditiivseteks.

Divitiivne suurus on selline fiitisikaline suurus, kus fiitisikalise suuruse véirtus on theselt
méiératud ja ei soltu nullnivoo valikust.

Niide. Keha mass on divitiivne suurus.

Aditiivne suurus on selline fiitisikaline suurus, kus flilisikalise suuruse véaartust on voimalik
madrata ainult teatava nullnivoo suhtes.

Niiited. Potentsiaalne energia on aditilvne suuurus, samuti on aeg aditiivne suurus.
Potentsiaalset energiat saab méddrata ainult teatava nullnivoo suhtes. Kui modtmiste nullnivooks
valida maapind, siis saame erineva tulemuse vorreldes juhuga, kus nullnivooks on valitud
kolmandal korrusel paikneva korteri pdrand. Seejuures ajaintervall ja potentsiaalse energia
muutus on juba divitiivsed suurused, sest neid saab iiheselt méérata soltumata nullnivoo valikust.
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5.1. Fiitisikalised suurused ja nende mootmine

Teine voimalus fiiiisikaliste suuruste klassifitseerimiseks on nende jaotamine kardinaalseteks ja
ordinaalseteks suurusteks. Kardinaalseid suurusi omavahel vorreldes on voimalik 6elda, mitu
korda iiks suurus teisest erineb. Ordinaalsete suuruste vordlemisel saame ainult véita, et liks
suurus on teisest suurem voi vidiksem. Selgusetuks jddb aga, mitu korda iiks suurus teisest
suurem voOi viiksem on. Enamus fiilisikalistest suurustest on kardinaalsed suurused. Ordinaalse
suuruse nditeks voib tuua kliendi rahulolu moiste, mida kasutatakse mikrookonoomikas.

Mootmiste juures on viaga oluline modtithiku valik. Pohimotteliselt voiks tihikuks valida iikskoik
millise sama liiki fiilisikalise suuruse vairtuse ja seejarel moota, mitu korda on mdddetav objekt
meie Uhikust suurem voi vdiksem. Vanasti seda ka tehti. Materiaalse kultuuri ajalugu tunneb
tohutut hulka erisuguseid tihikuid, eriti pikkuse, pindala ja massi modtmiseks. Selline tihikute
mitmekesisus on mingil miiral sdilinud tdnapdevani. Suure hulga erisuguste tihikute puhul on
probleemiks nendest lihikutest arusaamine. Kui igal inimesel oleksid omad iihikud, millega ta
mddteobjekte vordleb, siis oleks teistel inimestel vaga raske neid mddtmistulemusi kasutada.
Sellepdrast on vajalikud inimestevahelised kokkulepped iihikuteks valitavate suuruste osas.
Ténapédeva maailmas peaksid sellised kokkulepped olema tilemaailmsed, s.t tuleks valida sellised
ithikud, mis kehtiksid koikides maades.

Nagu o6eldud, tihikute siisteemi moodustamisel ja baasiihikute valikul on pShimotteliselt suur
vabadus. Praktilised kaalutlused piiravad seda vabadust tunduvalt. Suurused, mille modtiihikud
valitakse baasiihikuteks, peavad peegeldama mateeria voimalikult iildisi omadusi. Kdik mateeria
vormid eksisteerivad ajas ja ruumis. Seepdrast on loomulik votta baasiihikute hulka aja ja ruumi
moodtithikud. Kolmas baasiihik on mass. Nende kolme iihiku alusel moodustatud siisteemi
nimetati vanasti absoluutseks siisteemiks. Tdnapédeval seda terminit enam ei kasutata.

5.1.1. Rahvusvaheline moo6tuhikute siisteem

Ténapéeval enim levinud mdootiihikute siisteem on SI (prantsuse keeles: Systéme International
d’Unités), tdlkes “rahvusvaheline siisteem”. SI siisteemi baasiihikuteks on:

L Pikkusiihik m
M | massiiihik kg
T ajaiihik S

I voolutugevuse iihik A
® | temperatuuri tihik K
N ainehulga iihik mol
J valgustugevuse iihik cd

Rahvusvahelise siisteemi baasiihikud on defineeritud tabelis 1.
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TABEL 1. Rahvusvahelise stusteemi baasihikud

Dimensiooni |SlI
tahis uhik

Definitsioon

L m

Pikkusiihik meeter on teepikkus, mille valgus ldbib vaakumis
1/299 792 458 s jooksul.

M kg

Massitihik kilogramm vordub rahvusvahelise kilogrammi etaloni
massiga.

Ajatihik sekund on tseesium-133 aatomi pohiseisundi kahe
iillipeenstruktuurinivoo vahelisele iileminekule vastava kiirguse
9192 631 770 perioodi kestus.

Voolutugevuse iithik amper on muutumatu elektrivoolu tugevus, mis
hoituna vaakumis teineteisest 1 m kaugusele paigutatud kahes
1dpmata pikas paralleelses ja tdhtsusetult véikse {imara ristldikega
sirgjuhtmes, tekitab nende juhtmete vahel jdu 2:107 N/m.

Baasuhikud

Temperatuuri ihik kelvin on 1/273,16 osa vee kolmikpunkti
termodiinaamilisest temperatuurist.

N mol

Mool on siisteemi ainehulk, mis sisaldab sama arvu elementaarseid
koostisosakesi nagu on aatomeid 0,012 kilogrammis siisiniku
isotoobis '*C. Mooli kasutamisel peab koostisosakeste tiiiip olema
tapsustatud. Need voivad olla aatomid, molekulid, ioonid, elektronid,
mingid teised osakesed vOi kindla koosseisuga grupid neist
osakestest.

Kandela on valgustugevus, mis kiiratakse kindlas suunas
monokromaatilisest allikast kiirgussagedusel 540-10'* Hz, kui allika
kiirgustugevus selles suunas on 1/683 W/sr.

5.1.2. CGS susteem

Teiseks levinud siisteemiks on CGS siisteem, mille baasiihikuteks on

L pikkusiihik cm
massitihik g
T ajalihik S

Tegelikult tuuakse CGS siisteemis veel sisse temperatuuri T iihik K (kelvin), ainehulga N {ihik
mol ja valgusvoo @ iihik Im (luumen).
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5.1.3. Kordsed modtuhikud

Modddetavate suuruste vadrtus voib olla kord suur ja kord védike. Seetdttu on otstarbekas omada
ka mitmesuguse suurusega iihikuid sama liiki fiilisikalise suuruse mootmiseks, kusjuures
tingimuseks on, et iihtedelt {hikutelt teistele tiileminek peab olema vdimalikult lihtne.
Niisugusteks mootiihikuteks said meetermdddustiku {ihikud, mis loodi Prantsuse revolutsiooni
ajal “koikideks aegadeks, kdigile inimestele, kdigi riikide jaoks” (prantsuse keeles: pour tous les
temps, pour tous les peuples, pour tous les pays).

Meetermdddustiku ehk kiimnendsiisteemi oluliseks omaduseks on see, et iihe ja sama suuruse
erinevad mootithikud suhtuvad iiksteisesse nagu kiimne téisarvulised astmed. Kasutatavate
kiimnendliidete selgitus on toodud tabelis 2. Hoolimata meetermdddustiku ilmsetest eelistest
kasutatakse mitmetes maades tédnaseni kohalikku siisteemi (Inglismaa, USA).

TABEL 2. Kiimnendliited kordsete mdotithikute moodustamiseks

10%* jota- Y 102 jokto- y
102 zeta- Z 102 zepto- | z
108 eksa- E 1078 atto- a
10"° peta- P 107° femto- | f
102 tera- T 10712 piko- p
10° giga- G 107 nano- | n
10° mega- | M 10° mikro- | p
10° kilo- k 107 milli- m
102 hekto- | h 1072 senti- c
10’ deka- | da 10 detsi- | d

5.1.4. Tuletatud uhikud

Lisaks baasiihikutele kasutatakse veel tuletatud iihikuid. Et kaudsel modtmisel saadakse
otsitava suuruse véirtus teiste, temaga seotud suuruste jéirgi, siis on voimalik kehtestada
niisuguseid seoseid ka iihikute vahel. Need seosed ja seaduspirasused on aluseks ka pohi- ja

tuletatud iihikute vaheliste seoste médramisel. Niiteks joud /' avaldub Newtoni teise seaduse

jirgi valemiga F'=m @, kus m tihistab massi ja @ kiirendust. SI siisteemis mdddetakse massi
. . . .. vy -2 ~ vy -

kilogrammides ning  kiirendust ihikutes M S . Jou iihikuks saame  niiiid

[F ]SI = kg m S_2 = N. Tiispikkade tuletatud iihikute kasutamine igapdevaelus on

suhteliselt kohmakas, seetottu on mitmetele enamkasutatavatele tuletatud iihikutele antud oma
erinimetus ja -tdhis. Eelmises ndites toodud SI siisteemi jou iihikut kutsutakse njuutoniks.
Erinimetusega tuletatud tihikute téhised on toodud tabelis 3.
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TABEL 3. Erinimetusega tuletatud iihikud

Hz | herts (sagedus) S siimens (el. juhtivus)
N njuuton (jéud, kaal) Wb [ veeber (magnetvoog, magn. induktsiooni voog)
Pa | paskaal (rohk, meh. pinge) | T tesla (magnetvoo tihedus, mag. induktsioon)

J dzZaul (166, soojus, energia) | H henri (induktiivsus)
C kulon (elektrilaeng) Vv volt (el.pinge, potentsiaal, potentsiaalide vahe)
Im || luumen (valgusvoog) Ix luks (valgustatus)
W || vatt (vbimsus) Bqg | bekerell (radioaktiivse aine aktiivsus)
nt | nitt (heledus) Sv | siivert (ekvivalentne kiirgusdoos)
F farad (el. Mahtuvus) Gy | grei (neeldunud kiirguse doos)
oom (el. Takistus) rad [ radiaan (nurk)

sr | steradiaan (ruuminurk)

Mitme modtithikute siisteemi olemasolu tekitab vajaduse teisendada iihikuid iihest siisteemist
teise. On selge, et baasiihikute muutmine toob kaasa ka tuletatud tihikute muutumise. Naiteks
vottes teepikkuse ithikuks meetri asemel kilomeetri ja ajaiihikuks sekundi asemel tunni, saame
kiirusithikuks kilomeetri tunnis (1 ms'=3,6kmh™). Seetdttu on ilmselt soovitav leida
niisugune seos, mis nditaks, kuidas muutub baasiihikute muutmisel meid huvitava suuruse
tuletatud tihik. Niisuguseid seoseid kutsutakse dimensioonvalemiteks.

5.1.5. Dimensioonivalem

Mistahes fiiiisikalise suuruse dimensiooni saab avaldada Tabelis 1 toodud seitsme pohisuuruse
kaudu. Vastavat avaldist nimetatakse dimensioonivalemiks. Uldkujul vdib dimensioonvalemi
iiles kirjutada jargmiselt:

dimU = L*MPT'T°@°N"J*.

Tahised kirjutatakse_alati sellises tahestikulises jarjekorras.

Niiide 1: Dimensioonvalem pinge jaoks avaldub jargmiselt:
dimU=L"MT> I

SI siisteemi baasiihikute asendamisel dimensioonvalemisse saame pinge tihikuks SI siisteemis
[U], =m’kgs™ A™".

Seda thikut nimetatakse voldiks.

Niiide 2: Eespool nigime, et jdud F’ avaldub Newtoni teise seaduse jirgi valemiga F'=m a.

SI stisteemi tihikuks saime [F ]SI =kgm s> = N. Dimensioonvalemiks vdime seega
kirjutada dim F =L M T
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5.1.6. Toéenaosustiheduse dimensioon

Jaotustiheduse dimensioon on juhusliku suuruse dimensiooni péordvidirtus: Kui X
. . ; .. . . ; -1 .
dimensioon on dim X', siis f'(x) dimensioon on (dlm X ) . See jéreldub asjaolust, et

tdendosus juhusliku suuruse sattumiseks elementaarintervalli dx: dP = f(x)dx on
dimensioonitu suurus:

dimdP =1.
Et
dim dP = dim(f dx) = (dim f)- (dimdx) = (dim f)-(dim X ) =1,
siis saamegi siit tulemuseks

dim f = (dim X) ™.

5.1.7. Meetermdddustiku ajaloost

Prantsuse revolutsiooni ajal 1790—1799 loodi Prantsuse TA erikomisjoni (Borda, Condorcet,
Laplace, Monge) poolt kiimnendsiisteemile tugineva meetermoodustiku tihikud — “kdikideks
aegadeks, koigile inimestele, koikide riikide jaoks™” (pour tous les temps, pour tous les peuples,
pour tous le pays). Algselt valiti meetermdddustiku pohiiihikuteks meeter, sekund, kilogramm,
liiter.

meeter —pr. k. metre, kr. k. metron — moot

Prantsusmaal on meetermdddustik kohustuslik aastast 1840. Aastal 1875 kirjutasid 17 riiki alla
meetrikonventsioonile. Selle alusel otsustati valmistada meetri ja kilogrammi etalonid ja kutsuda
iga kuue aasta jirel kokku kaalude ja moodtude peakonverents otsuste vastuvotmiseks ning
edaspidise t00 arendamiseks metroloogia alal. Esimene konverents toimus aastal 1889.

Briti impeeriumis ja USA-s seadustati meetermdddustik 1897, NSVL-s 1925, Eestis 1929.

Ometi on praeguseni kasutusel (niit Inglismaal ja USA-s) arhailistena tunduvaid {iihikuid:
pikkuse mdootihikutena tollid, jalad, jardid, kaabeltaud, miilid, mahu mdotiihikutena gallonid ja
barrelid, massi mootithikutena karaadid, untsid, naelad, puudad jne. Paljud neist lihikutest on
jatkuvalt kasutuses llemaailmselt: toll torutehnikas, karaat ja unts vastavalt véériskivide ja
-metallide kaalumiseks, miil ja solm merenduses, barrel naftairis, puud teraviljatootmises, jne.

Meetermaodustiku pohiiihikute ajaloost. Prantsusmaa rahvuskogu dekreet kuulutas 1791
seaduslikuks pikkusiihikuks {iihe kiimnemiljondiku Pariisi veerandmeridiaani pikkusest.
Prantsuse TA erikomisjon korraldas 1792-1799 meridiaanikaare pikkuse mdotmise
Dunkerque’ist Barcelonani. 1799 valmistati plaatinast lihtne latikujuline esimene meetri etalon,
nn arhiivimeeter, seda siilitatakse Prantsuse Riigiarhiivis. Hiljem selgus, et puhtast plaatinast
valmistatud etalon on vihestabiilne [vdhese jdikusega, suure soojuspaisumisega] ning et selle
pikkus on 0.09 mm (hilisemate arvutuste jargi 0.2 mm) vorra vidiksem definitsiooniga méératud
pikkusest. Seepidrast korrigeeriti meetrit ja valmistati aastatel 1875-1879 plaatina (90 %) ja
iriidiumi (10 %) sulamist 31 uut X-kujulise ristldikega etaloni pikkusega 102 cm. Iga etalon
paiknes rullikutel ja meeter oli tdhistatud kahe kriipsuga. Uutest etalonidest tdpseima (selle
pikkus {ihtis koige tdpsemalt arhiivimeetri pikkusega) kinnitas kaalude ja mdotude I
peakonverents 1889. a meetri rahvusvaheliseks prototiiiibiks. Ulejdinud etalonid jaotati loosiga
rahvusvahelise meetrikonventsiooniga tihinenud riikide vahel.
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Samas on selge, et modtetehnika arenedes voib metallist (vo1 mistahes muust materjalist) etaloni
ja selle prototiitipide suhtes selguda itha enam puudusi. Ei ole ka kindel etaloni fiiiisiline
sdilimine.

Selgus veel, et etaloni looduslik alus, Pariisi meridiaan, ei ole konstantne. Planeet Maa kui
geoiidi kuju muutub Kuu ja Pidikese kiilgetdombe mdjul. Etalonide taasvalmistamise seisukohast
on otstarbekas defineerida pikkusiihik mingi sobivama loodusliku konstandi kui Pariisi
meridiaan kaudu. Praegusel tehnoloogilisel tasemel peetakse sobivaimateks konstantideks
valguse lainepikkusi ja valguse leviku kiirust vaakuumis.

1960. a kinnitas kaalude ja mddtude XI peakonverents meetri uue definitsiooni:

meeter vordub kriiptooni isotoobi §2 Kr tasemete 2py ja 5ds vahelisel siirdel
vaakuumis kiirguva valguse 1 650 763.73 lainepikkusega.

Definitsiooni uuendas kaalude ja mdotude X VII peakonverents 1983. a:

meeter vOordub vahemaaga, mille valgus l1&bib vaakuumis 1/299 792 458 sekundiga
(s.o valguse kiirusega).

Kaaluiihik defineeriti esmalt grammina (massi nimetati tol ajal kaaluks, kaalu asemel tarvitati
mdistet raskusjoud). Grammi esmaseks etaloniks oli 1 cm® puhast vett jdi sulamistemperatuuril.
Mitmel pohjusel [peamiselt miniatuursusest tingitud suurest suhtelisest ebatépsusest] veenduti
isna kiiresti grammi ebasobivuses. Mootiihikute kohta kidivas kirjanduses harilikult ei mainitagi
grammi kasutamist etalonina (erandiks on prof H. Tammeti monograafia “Fiilisika praktikum.
Metroloogia”, Valgus, 1971).

Jargnevalt defineeriti kilogramm kaalutihikuna kui 1 liitri puhta vee kaal 4 °C juures. Esimene
kilogrammi etalon (arhiivikilogramm) valmistati 1799. a plaatinast, seda sdilitatakse (koos
arhiivimeetriga) Prantsuse Riigiarhiivis.

Seoses meetri korrigeerimisega oleks olnud vaja korrigeerida ka liitrit, esialgu seda ei tehtud,
mistSttu liiter ning dm’ ei langenud mdni aeg kokku. Kilogramm defineeriti jatkuvalt liitri
kaudu. Seejirel korrigeeriti ka liitrit, mistdttu pracgu langevad liiter ja dm® jalle kokku.

Aastal 1899 valmistati plaatina (90 %) ja iriidiumi (10 %) sulamist silindrikujulised (1abimodt ja
korgus ca 39 mm) arhiivikilogrammi koopiad, millest tdpseimat sdilitatakse rahvusvahelise
etalonina (prototiiiibina) Pariisi 1dhedal Sevres’s Rahvusvahelises Kaalude ja Mddtude Biiroos.

Hilisematel md&tmistel selgus, et 1 dm® puhta vee kaal temperatuuril 4 °C on 0.999972 kg. Seega
kerkis kiisimus, kas muuta kilogrammi definitsiooni ja valmistada uus etalon voi lugeda
kilogrammiks juba valminud etaloni massi. Uus definitsioon tihendanuks paljude kasutuses
olevate konstantide korrigeerimist ja sellega seonduvaid segadusi. Lihtsam oli jddda olemasoleva
kilogrammi juurde. Uut looduslikku konstanti, analoogselt pikkusiihikuga, pole massi jaoks
leitud. Praegusel hetkel on massi 1 kg etaloniks rahvusvahelise kilogrammi etaloni mass (ilma
loodusliku vasteta).

Ajaithiku sekund defineerimisel ldhtuti juba Babiiloonias viljakujunenud 606pdevasest
kellakasutusest, mille jargi 60pdev jaguneb tundideks, minutiteks ja sekunditeks.

Aastani 1956 defineeriti sekund kui 1/86400 osa keskmisest péikesedOpdevast (86400 =
12x60x60).

NB! Peale piikesedopdeva on veel tdheddpdev, mis on pisut lithem, kuna tdhtedelt vaadatuna
teeb Maa aastas {ihe po6rde rohkem.

sekund —lad. k. secundus — teine
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Astronoomiatehnika arenedes selgus, et troopiline aasta litheneb sajandis ca 0.5 s [tGusu-mddna
tottu ookean “loksub”, mis analoogselt hddordumisega aeglustab Maa liikumist, kiiruse
vihenemise tottu vdheneb tsentrifugaaljoud ja védheneb Pdike—Maa kaugus, viiksem orbiit

ldbitakse kiiremini]. Kuna aasta osutus olevat aja [ funktsiooniks, siis leiti lahendus aasta
defineerimises iihel konkreetsel ajahetkel. Selleks hetkeks valiti 31. detsembri 1899 keskpiev.
Sekund defineeriti kui 1/31 556 925.9747 osa troopilisest aastast 31.12.1899 kell 12.00. See
definitsioon kehtis 1956-1967. (Troopiliseks aastaks nimetatakse ajavahemikku Piikese
keskpunkti kahe jérjestikuse kevadpunktist 1abimineku vahel.)

Aatomifiiiisika areng voimaldas veelgi paremat looduslikule konstandile tuginevat sekundi
definitsiooni:

sekund on vOrdne 133 Cs aatomi pdhiseisundi kahe iilipeenstruktuurinivoo
vahelisele siirdele vastava kiirguse 9 192 631 770 perioodiga.

5.2. Moboétevead ja moéotemaaramatus

Oletame, et meil on teada mdddetava suuruse toeline védrtus X, (tegelikult muidugi ei ole teada,
aga mottelise eksperimendi korras vOib nii oletada). Mootmistulemuse X ja moddetava suuruse
tdelise véirtuse vahe Ax = x — X, on modtmistulemuse viga (kasutatakse ka pikemat terminit

tihekordse mootmise konkreetne mooteviga). Vead jagunevad siistemaatilisteks ja juhuslikeks.

5.2.1. Sustemaatilised vead
Siistemaatilised vead liigitatakse:

1. Vead, mille pohjused on teada ja millede suurusi on voimalik piisavalt tipselt méérata.

Naiteks

e testri 0 vOib olla paigast dra

o keha massi midramisel iilesliitkkejou arvestamata jatmine
o termomeetri skaala v3ib olla nihkes.

Voimaluse korral tuleb seda litki vead kindlasti korvaldada voi ddrmisel juhul arvesse votta
parandite abil. Teadaoleva (aditiivse) siistemaatilise vea arvestamisel saame modtmistulemuse

parandatud vairtuseks X = X + ¢, kus ¢ on aditiivsest siistemaatilisest veast tingitud parand.

Aditiivne viga ei so0ltu modtmistulemuse véaértusest.

Monikord voib meil tegemist olla ka multiplikatiivse veaga, s.t veaga, mis kasvab
vordeliselt modtmistulemuse kasvuga. Sellisel juhul tuleb parandatud modtmistulemuse

saamiseks modtmistulemus parandusteguriga ldbi korrutada X = Q - X, kus Q on
multiplikatiivset siistemaatilist hilvet arvestav parandustegur.

Nihkes skaalaga seadmete kasutamiseks lisatakse taatlemisel seadme dokumentatsioonile
parandite tabel, kust saab leida vajaliku véartuse parandi (voi parandusteguri) jaoks.

2. Vead, millede pdhjused on teada, kuid suurused mitte.

Siia alla kdivad koik riistavead. Need on pohjustatud ebatdpsest gradueerimisest. Nagu
edaspidi ndeme on siin sisuliselt tegu B-tiiiipi (moiste tdpsustame edaspidi)
mootemddramatusega ja seda viga saab iseloomustada mootemddramatuse abil.
PSohimdtteliselt aga saab sellisest siistemaatilisest veast ka vabaneda, kui kontrollida
modteriista mdne teise tunduvalt tipsema modteriistaga ja koostada vastava parandite
tabeli.
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3. Vead, millede olemasolu on meile teadmata.

Sellised vead vdivad esineda juhtudel, kui kasutatakse uut modtmismeetodit voi kui on
tegemist ddrmiselt keeruliste mootmistega. Kui vea olemaolu on mddtjale teadmata, siis
selline viga jdéb moddetud suuruse védrtusesse paratamatult sisse.

Teadmata siistemaatiline viga voib esineda ka kiillalt lihtsatel juhtudel. Olgu néiteks vaja
médrata mingi materjali elektrijuhtivust. Selleks mdddetagu sellest materjalist tehtud
traadi takistust. Kui traadis on mingi varjatud materjalidefekt (pragu, ebahomogeenne
koht), siis takistuse védrtus tuleb silistemaatiliselt vale.

Teadmata siistemaatilisest veast saab vabaneda randomiseerimise teel, milleks piilitakse
slistemaatiline hilve muuta osaliselt vai tdielikult juhuslikuks. Traadi néite puhul tuleks
moota paljude traaditiikkide takistus ja leida nende keskvairtus. Kui aga viga on viga
suur, siis ei ole randomiseerimist vajagi, piisab kui fikseerime vigase traadi (mille
takistus osutus nditeks tlejddnutest erinevaks 10 korda) ja jitame selle edasisest
moOotmisest korvale.

5.2.2. Juhuslikud vead. M6ddetava suuruse statistiline hinnang

Lisaks siistemaatilisele veale on mdodtmistulemusel alati ka juhuslik komponent. Tingituna
suurest hulgast mitmesugustest, iildjuhul vélistest, s.0 modtja kontrollile mitte alluvatest
teguritest on tiksikmddtmise tulemus juhuslik suurus:

Ukskaik kui hoolikalt me ka ei mdddaks iiht ja sama detaili, me saame erinevatel sdltumatutel
modtmistel erineva tulemuse. See erinevus voib olla viga viike, kuid ta on pohimdtteliselt alati
olemas. Peamised juhuslikkuse allikad on vilised tegurid, mdéodetava objekti enda
muutlikkus ja modtmisi teostava isiku oskused ja kogemustepagas. Seetdttu on mdddetav

suurus juhuslik suurus X ja iga modtmistulemus (iga iiksikmddtmine) on selle juhusliku
suuruse realisatsioon X. Vaatame alustuseks taas hiipoteetilist situatsiooni, kus meil on

aprioorselt teada moddetava suuruse toeline védrtus X, . X juhuslikkuse tdttu mddtmistulemuse
X ja mdddetava suuruse tdelise viirtuse vahe Ax = X — X, , s.0 mddtmistulemuse viga, erineb

nullist. Tehes niiiid palju kordi modtmisi, kokku /N sdltumatut modtmist, saame juhusliku
suuruse X valimi {xl,xz,x3, ..... 3 X geeenX 5 X N}. Selle valimi aritmeetiline keskvéartus
(vt punkt 3.8)

XN = — = , (2.1)

on parim ldhend tdelisele védrtusele piirvddrtuse mottes (NB! idealiseeritud eeldusel, et muid
veaallikaid — stistemaatilist viga, teadmata viga vins — ei esine!)

XN = X,.

lim ’ (2.2)

N—w

Et moGtmisi on alati 16plik hulk (N on alati 10plik), siis tegelikult me ei saa kunagi teada tdelist

mdddetava suuruse vadrtust ja me peame alati piirduma ligikaudse statistilise hinnanguga X n .
See statistiline hinnang voetakse mdddetava suuruse parimaks hinnanguks.
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5.2.3. Mootemaaramatus

Niisiis, meil pole teada moddetava suuruse tdeline vadrtus (kui oleks, siis poleks mddtmised
tarvilikud) ning seda toelist vddrtust ei anna ka suure arvu kordusmodtmiste keskmistamine.
Maksimum, mida saab nouda, on mo6otmistest leitud moodetava suuruse mingi arvatav
parim hinnang — niiteks kordusmodotmistel on selleks aritmeetiline keskmine — ning teatav
intervall selle parima hinnangu iimber, millesse etteantud usaldusnivooga kuulub
moodetava suuruse toeline viirtus. Seega, modtmistulemuseks ei ole mitte punkt arvsirgel,
vaid moéotmistulemuseks on 16plik 10ik reaalteljel, mis midrab mooddetava suuruse
voimalike vairtuste diapasooni. Olukorda illustreerib joonis 2.1.

Tbeline véartus (teadmata)
Parim hinnang X
>

+ >
xmin u xN u X max

Joonis 2.1

Vaimalike véértuste diapasooni voib anda algus- ja 16pp-punktiga X . ja X . Tavalisem ja

levinum on siiski anda 16igu keskpunkt, milleks valitakse moddetava suuruse parim hinnang

XN ning l10igu poollaius U, u(x) Seda poollaiust ¢ nimetatakse mootemidiramatuseks

(mootemddramatuse tihis U on tulnud ingliskeelse termini uncertainty esitdihest, sulgudes
ndidatakse vajadusel suuruse tihis X ).

Mootemddramatus on moéotmistipsuse mooduks: mida suurem on 18igu poollaius U, seda
viiksem on mdootmistdpsus. Enamasti on modtmistel statistiline iseloom ning koos modte-

médramatusega on tarvis anda ka usaldusnivoo p(u), millega mdddetav suurus usaldus-
intervalli [x N — u(x), XN + u(x)] satub. Mootmine on korrektselt sooritatud, kui on

leitud kolm arvu: )_CN, u(x) ja p(u)

Modtmisteooria iilesandeks on pohjendada ja anda eeskirjad parima hinnangu XN, modte-
madramatuse M(X) ja usaldusnivoo p(u) leidmiseks.

Uue standardi jargi on oluline erinevus midramatuse ja modtmisvea moistete vahel:

Miidramatus # viga.

Viga on modotmistulemuse ja moddetava suuruse tdelise védrtuse vahe, on seega juhusliku
suuruse konkreetne realisatsioon.

Mootemddramatus peegeldab seda, et meil puuduvad tipsed teadmised modtesuuruse védrtuste
kohta. Ka pirast teadaolevate siistemaatiliste modtehdlvete korvaldamist on modtmistulemus
ikkagi vaid mootesuuruse véirtuse hinnang, ja seda méadramatuse tottu, mis on tingitud
juhuslikust mdoteveast ja silistemaatiliste modtevigade “mittetdielikust” korrigeerimisest.
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5.2. Mootevead ja mootemddramatus

Mootmistulemus voib osutuda vdga ldhedaseks moodtesuuruse véirtusele (mida pole kiill
voimalik tépselt teada), kuid samal ajal v3ib sellel modtmistulemusel olla iisna suur madramatus.

Moodtmistulemuse madramatus koosneb paljudest komponentidest, mis jagatakse kahte
tiliipkategooriasse:

A- titiipi mddramatus, mida hinnatakse statistiliste meetodite abil

B- tiiiipi mddramatus, mida hinnatakse muul viisil.

Nende kahe pdhitiitibi koosmdjul tekkiv mdotemadramatus kannab nime

Liitmddramatus.

Kasutatakse veel ka standardmddramatuse maoistet. Standardméiramatus on standardhidilbe
kujul viiljendatud mootmistulemuse mddramatus.

Maiidramatuse komponentide A ja B gruppi jagamise eesmirgiks on nende hindamise kahe
erineva viisi rohutamine, mitte aga erineval viisil saadud komponentide iseloomu erinevuse
nditamine. Mélemad hinnangud pohinevad toendiosusjaotusel ja molemal viisil saadud
mddramatuse komponendid esitatakse dispersioonhinnangu voi standardmdidiramatuse
(standardhiilbe hinnangu) abil. Pdhiline ja oluline erinevus on selles, et A-tiiiipi
moodtemairamatus saadakse vahetult mootmistulemustest nende statistilise tootluse
tulemusel, kuna B-tiliipi mod6temiiramatuse leidmisel kasutatakse Kkaudsel viisil
hangitud/teadaolevat téeniiosuslikku informatsiooni. (Niiteks on teada, et mdoteriista viga on
jaotunud {ihtlase seaduse kohaselt.)

Jargnevas vaatleme A- ja B-tiilipi mddramatusi ning liitmadaramatust 1dhemalt.

5.2.4. A-tuudpi méodtemaaramatus

A-tlitipi modtemadramatus on statistilist tiilipi modtemadramatus, mille suurust saab vahendada
modtmiste arvu suurendades, kordusmdotmisi sooritades ja tulemusi keskmistades. A-tiilipi
modtemadramatus on tekitatud juhuslike mojurite poolt, mis voivad kallutada modtmistulemust
kord {ihele, kord teisele poole, suurendada ja vihendada liksikmddtmist. A-tililipi médramatuse
pohjustavad: 1) mitmesugused hiirivad tegurid modtmisel (néit vilistingimused), 2) objekti enda
muutlikkus (nii valmistamise ebatépsus kui objekti ajaline muutumine), jne.

Niide 1. Stomatoloogiakabinetis kaalutakse hambakulda. Kabinet paikneb vanas majas, kus
porand pisut koigub, kui seda mooda kondida. Tundlikke kaale on raske tasakaalustada. Iga
mootmine annab isesuguse tulemuse.

A-tiiiipi moodtemidramatuse hindamine toimub nii nagu juhusliku suuruse statistilisel
hindamisel. Seda oleme juba tsna pohjalikult kirjeldanud punktis 3.7. A-tiilipi
modtemidramatuse tihis on

uA.

Niisiis, tehakse /N modtmist ja leitakse aritmeetiline keskmine (mis iihtlasi véetakse ka
moddetava suuruse parimaks hinnanguks, kui seda ei ole vaja tiiendavalt korrigeerida
teadaoleva suurusega siistemaatilise vea tottu)

— X, +XxX,+...+X —
xtsz: 1 2 N:z—l

N N
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5.2. Mootevead ja mootemddramatus

Seejdrel hinnatakse mdddetud suuruse aritmeetilise keskmise standardhéilve valemiga (punkt
3.9, valem (9.7)):

N

Z(xi - )_CN)z

i=l

N(N -1)

Uy = ”(;N) =

Kui mdotmiste arv on piisavalt suur (praktikas N > 30 ), siis vOib selle standardhélbe votta

standardmaéramatuseks, sest sel juhul on Xy ja U, piisavalt ldhedased juhusliku suuruse

toelisele keskvairtusele ja aritmeetilise keskmise toelisele standardhidlbele O (X N). Eeldades,

et liksikmddtmised on jaotunud normaalselt, saame kasutada normaaljaotuse usaldusnivoode
arvutuseeskirja ehk teiste sOnadega: voime rakendada normaaltesti. Voime viita, et

usaldusnivooga 0.68 (68 %) on mdoddetava suuruse tegelik védrtus X, vahemikus

t

[XN —Uy,XN + MN], usaldusnivooga 0.95 (95 %) vahemikus [XN — 2uN,xN + ZUN],

usaldusnivooga 0.997 (99.7 %) vahemikus [xN — 3uN ,XN + 3MN] jne.

Viikeste /V -ide korral agaon U siistemaatiliselt viiksem O (X N) -ist, s.t normaaltest annab

iga usaldusnivoo korral siistemaatiliselt alla hinnatud usaldusintervalli pikkuse.

Studenti test

Pohjus on selles, et nii Xn kui ka U, on molemad tegelikult juhuslikud suurused ja ei ole

rangelt vottes ei toeline keskvddrtus ega aritmeetilise keskmise toeline standardhdlve (kuigi nad
on nendele suurustele 1dhedased, sest nende hajuvus on viike). Inglise teadlane Student, alias
W.S. Gosset toestas:

Kui X on normaalne juhuslik suurus, siis juhuslik suurus

xy —m[X
T="2"" [X] 2.3)
U\XN
allub jaotusele tihedusega
2 ~N/2
Sy ()=Cy |1+ N (2.4)

Siin C N on normeerimistegur. Jaotust (2.4) nimetatakse (N-1 vabadusastmega) Studenti

jaotuseks. Studenti jaotus erinevate /N — 1 viirtuste korral on toodud joonisel 2.2, millelt on ka
ndha, kuidas see funktsioon vabadusastmete arvu kasvades ldheneb standardiseeritud
normaaljaotusele.

48



5.2. Mootevead ja mootemddramatus

Joonis 2.2. Uhe, kahe, viie ja kiimne vabadusastmega Studenti jaotus § N (x )

ning standardiseeritud normaaljaotus f (x).

Studenti jaotuse oluline omadus on, et juhusliku suuruse 7  jaotusfunktsioon § N-1 (l‘ ) soltub

vaid tihest parameetrist (nn vabadusastmete arvust) N —1 ja ei sdltu iildse juhusliku suuruse

(mdddetava suuruse) X konkreetsest dispersioonist ega keskvairtusest (kiill on aga oluline X
normaalsus). Selles mottes on tegu universaalfunktsiooniga, mis iseloomustab suvaliste
ithesuguse normaaljaotusega juhuslike suuruste summa iildisi omadusi. Otsene jireldus asjaolust,
et juhuslik suurus (2.3) allub Studenti jaotusele on, et usaldusnivoole p vastav mootmis-

tulemuse paiknemise intervall on esitatav kujul
Plex 1y (puCen) < x < xx +1,, (pu(xv)]= p. es)

Siin suurus 7 N—l( p) on (Studenti) f-kordaja (usaldusnivoo p ja N —1 vabadusastme

korral). f-kordaja on samuti ainult iihest parameetrist /N sdltuv universaalne usaldusnivoo

funktsioon, mis on leitav Studenti jaotusest. Tavaliselt antakse f-kordaja kindlate p véértuste
jaoks tabuleeritult. Studenti #-kordaja tabuleeritud vaértused on toodud lisas 1.

Valemit (2.5) nimetatakse Studenti testiks.

f-kordaja abil saab hinnata A-tiilipi modtemadramatust antud usaldusnivoo korral avaldisega

_ . Z(xi_;)z
u(p)=ulxy,p) =ty (p)rulxv)=ty,(p) izjl\,(N_l) SNCXD

Oleme siin toonud sisse usaldusnivoost sdltuva A-tiilipi mooteméadramatuse tldtéhisena U , (p)

jau, (x N, p) erinevalt suurustest U , ja U , (x N), millega tihistasime aritmeetilise keskmise
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empiirilist standardhélvet. Valemi (2.6) kasutamisel me ei pea teadma mdddetava suuruse X
konkreetseid statistilisi parameetreid. Koik suurused on leitavad kas otseselt modtmistest

(suurused X;) voi siis on teada teoreetiliselt (universaalne funktsioon 7,,_, ( p) ).

Suurte [V -ide korral liheb Studenti jaotus iile standardiseeritud normaaljaotuseks. Lisas 1
toodud Studenti Z-kordaja tabelist on naha, et niditeks ¢ N_1(68,3%) —> 1 jne. Erinevus on

oluline alas N < 30 ja viga oluline alas N < 10.

5.2.5. B-tuupi médtemaaramatus

Laias laastus on B-tiilipi modteméadramatus igasugune mooteprotsessis ilmnev miiramatus, mis
ei ole statistiliselt (s.o iile modtmiste keskmistades) vdhendatav. B-tiilipi mddtemaddramatuse
téhis on

Upg.

Esmajoones kuuluvad B-tiilipi mddtemédramatuse alla vead, mis on tingitud modteinstrumendi
piiratud véimalustest. Kui hoolikalt ja tépselt ka poleks valmistatud modteriist voi mddtevahend,
millega me mdotmist teostame, alati on ka sellel olemas mingi (juhuslikku laadi) viga, mis on
selle konkreetse modteriista puhul kiill muutumatu ja piisiv suurus, kuid mis muutub iihelt
modteriistalt teisele samuti juhuslikult. See — modteriista viga — on viga etaloni suhtes.
Korduvatel modtmistel see viga on esindatud tapselt iihel ja samal moel (kuna mddtmised teeme
ithe ja sama modteriistaga) ja korduvad modtmised tema suurust ei kahanda. Kéesoleva kursuses
seomegi B-tiilipi modtemédramatuse konkreetse riistaveaga.

Niiide. Praktikumis kasutatava nihiku (joonis 2.3) p&hiviga (ehk riistaviga) on A , = 0.05 mm.

S.t eeldatakse, et mddteriistast tingitud viga iihekordsel motmisel Ax = x — X, jadb piiridesse

—A, <Ax<A,.

o i IR =N
thmLuhwfmIauhuhuﬁmq |||1|||||1||||ii||||fll|r||||||Jl||||u||||iu|||u1tii||i|u||||I||||||||a|1||!|||il|1m|l|m| °

Joonis 2.3. Nihik. 1 — pdhiskaala; 2 — noonius; 3 — mdddetav detail. Nihiku pdohiviga on kantud
modteriistale. (Toodud joonisel on see 0.1 mm. Praktikumis kasutakse kaks korda tdpsemat riista
pohiveaga 0.05 mm.)

Valmistajatehas garanteerib, et modteriista tegelik viga ei vilju neist piirest.

Uldiselt eeldatakse, et (konkreetse) mddteriista viga on jaotunud iihtlaselt 16igul
[— A 0,+A o ], s.0 mooteriista vea jaotustihedus on iihtlane jaotus (punkt 2.5) keskvéirtusega

nullis (16igu otspunktid on seetdttu @ = —A o Ja b=A ,) ning standardhélbega (punkt 3.4)

50



5.2. Mootevead ja mootemddramatus

1 b—a A
= —°=0,58A.
"3 2 V3

See standardhdlve voetaksegi B-tiilipi modtemédramatuseks:

Up

A
> =0,58A,. (2.7)
J3

5.2.6. Liitmaaramatus

Modtmistulemuse standardméddramatust, mis on saadud A ja B komponentide liitumise
tulemusel, nimetatakse liitméAdramatuseks (combined uncertainty). Tema arvuline védrtus
vordub positiivse ruutjuurega liitdispersioonist, mis saadakse koikide dispersiooni komponentide

liitmisel
Ue = w/ui +u123 . (2.8)

Eeldatakse, et A ja B tiilipi midramatuse madravad/pohjustavad juhuslikud suurused, mis on
vastastikku korreleerimatud (sdltumatud) — ainult sel juhul kehtib dispersioonide liitumise seadus
(vt punkt 3.2).

Keerulisemate mddtmiste korral voib meil olla tegu mitme A-tilipi komponendiga U ,,, U 4,,

.. ning mitme B-tiitipi komponendiga U z,, Up, ...... Sel juhul

. 2 2 2 2
Uc —\/MA1 Uy, Fly T Ut

Nidide. Silindri pikkuse mootmine nihikuga.

Vaatleme konkreetselt metallsilindri mdotmist. Oletame, et modtsime metallsilindri pikkust
N =100 korda. Oletame, et eksperimendist saime saja mddtmise keskmiseks visrtuseks

Xy =76,648 mm
ja tema standardhélbeks (valem (2.3))
u(xy) = 0,044 mm.

See on statistiliste meetoditega saadud tulemus, s.t tegu on A-tiilipi médramatusega. Et seejuures

modtmiste arv on piisavalt suur, siis on Studenti f-kordaja siin 1, 2 vdi 3 vastavalt sellele, kas
tahame saada usaldusintervalli poollaiuseks iiks, kaks voi kolm standardhélvet (usaldusnivooks
68,3, 95,45 voi 99,73 %). Usaldusnivoo 68,3% korral on

u, =u(xy )=0,044 mm.

Nihiku pdhivea A = 0.05 mm korral saame B-tiiiipi mddtemééramatuseks

Ug =0 = a 005—0029mm

NG

Jarelikult koond- ehk liitmidramatuseks saame
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e = il +ul =+/0,044% +0,0297 = 0,053 mm .
Siin oleme arvesse votnud juhusliku hélbe ja modteriista ebatdpsuse, kuid arvesse votmata jatnud

sustemaatilise hélbe.

Tulemuse esitame kujul

x =76,648(0,053) mm,

x = 76,648(53) mm
voi tdiuslikumas kirjaviisis
x = 76,648 mm
N =100
p=68%
uc = 0,053 mm

U, (x)z 0,044 mm, normaaljaotus

ug = 0,029 mm, iihtlane jaotus.

Soovides niilid anda leppelise tdelise véartuse jaoks vahemikhinnangut kdrgemal usaldusnivool,

kui seda on 68 %, tuleb kasutada laiendmiiramatust. Laiendmdiramatus U saadakse
liittmA4ramatuse 14bi korrutamisel katteteguriga :

U=k-uc.

Analoogiliselt Studenti #-kordajaga (vt punkt 5.2.4) ja normaaljaotuse katteteguriga (punkt 3.6)

soltub ka laiendmddrmatuse kattetegur k soovitavast usaldusnivoost. Eeldatakse, et see
usaldusnivoo ja katteteguri vaheline sdltuvus on samasugune nagu normaaljaotuse korral:

Usaldusnivoo p = 68 % korral on kattetegur k=1, P =95 % korral on k =2 ja usaldusnivoo
P =99 % korral on k= 3.

Praktikumis kasutame moodtetulemuse esitamiseks usaldusnivood p =95 %. Sel juhul asub
leppeline toeline véirtus tdendosusega P =95 % vahemikus ;—U < X, < ;-I— U . Seega
meie eelmise néite puhul voime 6elda, et leppeline téeline véirtus asub tdendosusega P =95 %

vahemikus 76,54 < x; < 76,76 mm, sest U = 2\/0,0442 + 0,0292 =0,11 mm.

52



5.3. Tahendnumbrite hulk mddramatuse arvutamisel

5.3. Tahendnumbrite hulk madramatuse arvutamisel

Maiidramatuse hinnang modtmiste véikese arvu korral on {isna ebatdpne, seetdttu pole
vahemikhinnangu véljakirjutamisel motet suurel tihendnumbrite hulgal (¢ihendnumbrite hulk
e tihendusega numbrikohtade hulk arvus on kehtivate kiimnendkohtade hulk arvus). Tulemused
esitatakse limardatult. Arvude timardamisel kasutatakse reeglit: arvud 1; 2; 3 ja 4 limardatakse

alla, teised iiles. Téisarvude timardamisel kirjutatakse drajietud numbrite asemele kordaja 10" ,
kus M niitab drajdetud tihendnumbrite hulka.

Niiide: 32 548 ~ 33-10°.

Tdhendnumbriteks arvus loetakse alati kdiki numbreid peale nulli. Nulli loetakse kehtivaks, kui
ta asub teiste arvude vahel, tdisarvu voi kiimnendmurru 16pus. Arvu alguses olevaid nulle,
samuti iimardamise teel saadud nulle arvu l6pus ei loeta tihendnumbriteks.
Niide: 10 400 5 tdhendnumbrit.

104-10° 3 tahendnumbrit.

10 400,00 7 tdhendnumbrit.

0,01040 4 tdhendnumbrit.

Mootemidramatus esitatakse kas iihe voi kahe tidhendnumbriga. ISO standardi alusel
esitatakse madramatus tdppismootmistel kahe tihendnumbri tdpsusega ja tavamootmistel iihe
tdhendnumbri tipsusega. Kui arvutustel tuleb mootemairamatus pikem, siis iimardatakse
tulemus vastavalt kas kahe voi iihe tihendnumbri pikkuseks.

Nidide:

Arvutatud u, 23751 | 23,751 | 0,23751 | 0,0023751

U, kahe tiihendnumbriga 24-10° | 24 0,24 0,0024

u. iihe tihendnumbriga | 2:10° | 210" | 0,2 0,002

Moo6tmistulemus esitatakse alati midaramatuse viimase koha tapsusega.
Niiide: Olgu mdddetud suurus X = 73,3582768 ja arvutatud mddtemddramatus u . = 0,0382765.

Umardame mddteméiramatuse kahe tihendnumbri pikkuseks: = 0,038.

Seega mdodetud suurus timardub kujule X = 73,358.

Modtmistulemuse voime kirjutada kujul
X =73,358(38)
voi X =73,358(0,038).

Niiide: Olgu mdddetud X = 100,3476 ja u, = 0,5246.

Umardame mddteméiramatuse iihe tihendnumbri pikkuseks: u c=05.

Seega mooddetud suurus timardub kujule X = 100,3.
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Mootmistulemuse voime kirjutada kujul

X=100,3(5)
voi X =100,3(0,5).

5.4. Méotevahendid ja nende lubatud vigade normeerimine

Mootevahendid on tehnilised vahendid, millel on normeeritud metroloogilised omadused ja mis
on ette ndhtud modtmiseks.
Modtevahendid jaotatakse viide rithma:
1. mdddud:
o iheviirtuselised moodud, niiteks kaaluvihid
e mitmevéairtuselised mdoddud, nditeks joonlauad, takistussalved

2. modteriistad (mdoturid)
3. mdotemuundurid
4. abimootevahendid

5. modtesiisteemid voi -kompleksid voi seadeldised.
Mo6dud on seadeldised mingi fiilisikalise suuruse reprodutseerimiseks. Néide: kaaluvihid.

Mooteriist on modtevahend, mis vdimaldab saada mddteandmeid vaatlejale vahetult tajutaval
kujul. Niide: osutmddteriistad, klaas-vedelik termomeetrid.

Mootemuundur on ette ndhtud mdoodteinfo saamiseks, muundamiseks, edastamiseks ja pole
varustatud vahendiga vaatlejale vahetu info saamiseks, kuna puudub néiduseadis. Néide:
modtevoimendid. Mddtemuundurite eriliigiks on andurid esmase modteinfo saamiseks. Naide:
termopaar, niiskusmodtja mahtuvuslik andur.

Abimodoétevahendid on seadmed, millega kontrollitakse modteriista tootingimusi, fiilisikalisi
mojureid jne. Naiteks kuivelemendi elektromotoorjou méddramise t66s kasutatakse
normaalelementi elektromotoorjou standardi reprodutseerimiseks, mdotmised ise tehakse aga
potentsiomeetri sisese pingeallikaga.

Mootesiisteem on mitmest eelpoolmainitud mddtevahendist koostatud seadeldis.

Iga mdotevahendi juurde kuulub pass ja rida dokumente, mis normeerivad
e mdotepiirkonna
o mddtediapasooni
o tundlikkuse
e modtevea jne.

Modtevahenditele on kehtestatud lubatud mdodtevead. Koige tdhtsam nendest on pdhiviga.
Pohiviga on maksimaalselt lubatud viga normaaltingimustel. Universaalseid normaal-
tingimusi ei ole, need kehtestatakse individuaalselt igale mdoteriistale (temperatuuri-, niiskuse-,
Ohurdhu-, toitepinge vahemik jne). Nditeks etalonnormaalelemendi puhul on lubatud
temperatuurivahemik (23,000 £ 0,005) °C. Tavalistel seadmetel on see 20 °C voi 23 °C iimbru-
ses + 0,1 kuni + 5 °C.

Absoluutviga tihistatakse AX ning defineeritakse méédu puhul valemiga
Ax=x —x,,
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5.4. Mootevahendid ja nende lubatud vigade normeerimine

kus X on nominaalvidirtus (moddetud viirtus) ja X, leppeline tdeline véirtus, ja

méaoteriista puhul valemiga

Ax=x X,

néit

kus X on mooteriista nait.

ndit

NB! Paneme tiihele, et AX on siin mdrgiga suurus — ta voib olla nii negatiivne kui positiivne.

Suhtviga defineeritakse valemiga

Ax
O =0x=—"-100%.

Xt

Taandviga defineeritakse valemiga
Y=vx = -100%,
anml

kus X, .. on normeeriv viirtus (voib olla nditeks mddtepiirkonna iilemine piir vOi skaala
pikkus).

Liithendatud tdhiseid 8,’Y kasutame arvutustes, pikemad tihised OX, YX on vajalikud siis, kui
tahame rohutada vdi vahet teha, millise konkreetse fiilisikalise suuruse veaga on tegemist.

NB! Ka O Jja Y on mirgiga suurused!

Mootevahendi tipsusklass on modtevahendi iildistatud karakteristik, mis méérab tema suurima
lubatava pohi- ja lisavea, aga samuti teised tdpsust mojutavad omadused vastavalt modteliikidele
kehtestatud standardile.

Selleks uildistatud karakteristikuks voib olla:

1. Absoluutpdhiviga A 0> A oX . Definitsiooni kohaselt on absoluutpdhiviga alati positiivne

suurus, seejuures eeldatakse, et moddetav suurus satub intervalli [— A 0,+A o]. Kasutatakse
peamiselt moodtude puhul.
Niiide. Esimeses praktikumi t60s kasutatava nihiku absoluutpdhiviga on 0,05 mm.

Niide. Kaaluvihid Klassifitseeritakse viide tipsusklassi. Kasutatud klassile vastavad absoluut-
pohivea vairtused leitakse vihtide komplekti tehnilisest dokumentatsioonist. Fiitisika praktikumis
kasutatavate vihtide jaoks v3ib absoluutpdhivead leida kdesoleva loengukonspekti lisast 2 voi
raamatutest [1 ja 2, vt kirjanduse loetelu].

Niide: Olgu meil keha kaalumiseks vaja kolme vihti — 1 kg, 50 g ja 2 g. Kasutades selle keha
kaalumiseks 3. klassi vihte, saame pohiveaks

Am=412>+3%+0,6> =153 =12,4 mg.
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5.4. Mootevahendid ja nende lubatud vigade normeerimine

' - . 2-12,4
B-tiilipi médramatuse jaoks saame 95%-sel usaldusnivool Uy = T =14 mg.

Mootmistulemuse voime niitid esitada kujul 72 = 1052,000(14) g.

Kaaludes sama keha 4. klassi vihtidega, saame pohiveaks

A m= V1207 +30° + 6% = /15300 =124 mg.

Mairkus: Kaalumisel tuleks alati kasutada voimalikult védhe, s.t viimalikult suuri vihte. Viimase
vdite illustreerimiseks arvuta ise kaaluvihtide viga juhu jaoks, kus keha kaalumiseks kasutati
kiimmet 100 g-list, tihte 50 g-list ja tihte 2 g-list vihti.

A x
xl

seadme esipaneelile vOi skaalale kantud tipsusklassi tdhis (= suhtpdhivea véirtus) ringi sees.
Klasside tdhised on siin informatiivsed.

A x

100 %. Kui tapsusklass on suhtpdhivea kujul, siis on

2. Suhtpdhiviga O, = O X =

3. Taandpdhiviga } =) X = 100 %. Réhuva enamuse osutmddteriistade puhul

norm
on kasutusel see karakteristik. Seadme esipaneelile voi skaalale on kantud tépsusklassi tdhis

(= taandpdhivea viirtus) ilma ringita. Niiteks 0,5 voi 1,0 jne. Kasutusel on tipsusklasside rida
(1.0; 1,5; 2,0; 2,5; 3,0; 4,0; 5,0; 6,0)-10", kusn=1; 0; —1; =2; ...

Niiide. Oletame, et mddtsime voltmeetriga alalispinge véirtuseks U = 587,2 'V . Voltmeetri
klass olgu 0,5 ja skaala ulatus U, =1000 V . Sel juhul avaldame esmalt taandpdhivea

YOUSk
100

valemist absoluutpdhivea A OU = ja seejirel leiame B-tiilipi midramatuse 95%-sel

usaldusnivool valemist
L _2:AU _2-y,-U, _2-0,5-1000
ENC] 100~/3 100-+/3

Md&tmistulemuse voime niitid esitada kujul U = 5 87,2(5 ,8) V.

=58 V.

4. Konstandid € ja f kujul e / f taandpohivea arvutamiseks valemist:

X
Y, =| e+ f| Tom 1 ||, %.
X

néit

Niiide.  Oletame et mootsime arvvoltmeetriga  vahelduvpinge  efektiivvéartuseks
U_ . =15080 V. Olgu voltmeetri tipsusklass esitatud kujul 0,05 / 0,02 ja oletame, et

kasutasime voltmeetri piitkonda U = 20 V. Sel juhul avaldame esmalt taandpGhivea

ndit

valemist absoluutpdhivea
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5.5. Mootmistulemuse mootemddramatus mitme sisendsuuruse korral

AU =YY% loo5002. 2 _1]|-22 00113V
100 15,080 100

ja seejérel leiame B-tiilipi mddramatuse 95%-sel usaldusnivool valemist
_2-AU _2-00113
BN ENG

Médtmistulemuse voime niiiid esitada kujul U = 15,080( 1 3) V.

NB! Monikord antakse analoogilise valemiga ka modteriista suhtpohiviga. Seetdttu tuleb alati
seadme passist lugeda, mis veaga on tegemist.

A x
5. Tipsusklass detsibellides K1 = 20log ——, dB.

X

=0,013 V.

t

Niiide. kl10.5dB.

6. Absoluut- ja suhtvea kombinatsioon. Monikord kasutatakse digitaalsete maooteriistade
tidpsusklassi esitamisel kombinatsiooni absoluutveast ja suhtelisest veast.

Niide. Digitaalse multimeetri viga antakse kujul
Tapsus = 0,25 % rdg + 2D.
Selline esitusviis on praegu digitaalsete riistade puhul koige levinum.

Sellist esitust tuleb mdista jargmiselt: Lugemi absoluutpdhiviga on 0,25 % lugemist pluss lugemi
viimase kehtiva koha kaks tihikut.

Oletame, et saime multimeetriga mddtes pinge viirtuseks U = 6,25 V. Siis absoluutpdhiviga

0,25

A 0 6,25V +0,02V=0,016V+0,02V=0,04V.

(o)

5.5. Mootmistulemuse moéotemadramatus mitme sisendsuuruse korral

Probleemi piistitus. Olgu mdddetud K fiitisikalist suurust X 1>X 2,....X g (nn sisend-
suurused), s.t olgu meil teada igaiihe keskvéartused

X1, X24000y XK

ja liitmodteméddramatused

u(X,),u(X,),e.,u(Xy).
Olgu fiiiisikaline suurus Y (nn véljundsuurus) funktsioon sisendsuurustest X I» X ) . ¢ K-
Y=Y(X,,X,,....X,).
Kiisime: milline on Y oodatav viiirtus ja milline on tema méétemddiramatus?
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5.5. Mootmistulemuse mootemddramatus mitme sisendsuuruse korral

Niiide 1 (algus). Olgu meil mdddetavateks suurusteks homogeense metallkera diameeter [
(liksikmodtmise tulemus d ) ja mass M (liksikmdotmise tulemus Ll (kasutame siin kreeka

tihte, et mitte segadust tekitada keskviirtuse tdhisega 771)) ning olgu tarvis leida metalli tihedus
P valemist

M _EM
ruumala 7 D3

Selles ndites on K = 2, Xl =D,X2 =M ja Y=p.

(5.1)

Kera diameeter olgu mdddetud N =10 korda nihikuga, mille pdhiviga A 0 = 0,05 mm.

Diameetri keskvéaartuseks saime
dy = %(ar1 +d,+..d,,)=20,170mm.

Diameetri A-tiiiipi mddtemairamatuseks saime
7 \2 7\
(d, —dwn) +..+(d,,—dw)
10-(10-1)
ning diameetri B -tiilipi mdotemédramatus on

uy(D)=A,/~/3=0,017 mm.

u, (D)= = 0,022 mm,

Siit summaarne diameetri modtemddramatus katteteguriga k=2 (s.0 usaldusnivooga

pP= 95%) on

u (D) =2-+/(u,(D))* +(uy(D))* =2-1/(0,022)* +(0,017)* = 0,056 mm.

Massi kaalusime lihekordselt neljanda klassi kaaludega. Mass osutus vordseks jargmiste vihtide
masside summaga

u=20+2+2+0,1+0,05)g= 24,15g.

Massi méddramise pdhiviga liitub kaalude pohiveast 50 mg ja vihtide pohivigadest, mis neljanda
klassi vihtide puhul on (vt lisa 2) 20, 6, 6, 1 ja 1 mg. Seega saame massi pohiveaks

A,(M)=+/50>+20%+6% +6% +12 +1> =54,5mg

ning B-tiitipi méddramatuseks usaldusnivool 95 % U, (M ) =2-A o (M ) / \/§ . Kuna kordsed

massi mootmised annaksid siin kogu aeg iihe ja sama tulemuse, siis loeme massi A-tiilipi
modtemiddramatuse nulliks ning saame

2-A,(M)
V3

uM)=u,(M)= =63 mg=0,063g.
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5.5. Mootmistulemuse mootemddramatus mitme sisendsuuruse korral

Kuidas ei tohi viljundsuurust arvutada. Kui prooviksime siin arvutada erinevatele modtmistele
vastavad tiheduse viirtused lihtudes iildvalemist (5.1), s.o I-nda mddtmise korral leiaksime
suuruse

_ Q H;
n(d,)’

ja seejdrel leiaksime tksiktiheduste P, aritmeetilise keskmise ning empiirilise standardhélbe

P;

(titheduse A-tiilipi modtemadramatuse iseloomustajana), siis 1dheks suur osa massi méadramisega
seotud mddtemidramatusest lihtsalt kaotsi. Sellist viga aga ei tohi teha.

Seepirast talitatakse siin teisiti. Jargnevas vaatame esmalt {ildjuhtu ja siis tuleme uuesti kera
tiheduse méidramise lilesande juurde tagasi.

Mootemdiiiramatuste liitumine iildise funktsionaalse seose korral.

Eeldame et:

M&6tmisi on tehtud /N korda ning meil on teada/arvutatud sisendsuuruste keskviirtused ning
midramatused

)_Cl,;z,...,XK,
u(X,),u(X,),....,u(Xy).
(Eespool toodud ndites on mddratud )_C1 = EN, I’I_’lN =m ning u(D) jau(M).)

Teeme niiiid eelduse, et suuruste X ; lksikmootmiste hédlbed le. = X, —X; on viikesed ja
muudavad viljundsuuruse Y viirtust vihe. Sel juhul saame esitada itksikméétmisele vastava

Y vairtuse punktis {xi} rittaarendusena punktis {x i } hélvetele {le.} jargi:

— — — = oY oY oY
Y= Y(x1 +0X,,..XK +8xK)z Y(xl,...xK>+TSx1 +—=0X, +.cc.. + —=—0x, =
8)61 8X2 GXK
- — £ oY
=Y\x1,..xx )]+ Y —Ox,,
(x1,..xx) ;axi l
ehk
Y=Y +8Y, (5.2)
kus
— a _ K
Y:Y(XI,....XK) ja SY:Z§TY8xi. (53)
=1l OXi

Siin ¥ samastame suuruse Y mdddetud/tdelise viirtusega ja hélbe 0Y samastame suuruse Y
ithekordse mddtmise mddteveaga. Seetdttu saame Y mddteméddramatuse arvutamiseks valemi

u*(Y) = m[(SY)zj, (5.4)
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5.5. Mootmistulemuse mootemddramatus mitme sisendsuuruse korral

kus m[ ] tihistab matemaatilist ootust nagu varemgi. Valem (5.4) eeldab, et hilbe OY
keskvaértus on null:

m[dY]=
See eeldus on rangelt vottes tdidetud vaid siis, kui
mdx.]=0, s.o, kui m[X,]=x:. (5.5)

Ligikaudu see nii ongi, ja sel juhul on (5.4) kasutamine digustatud. Pannes OY avaldise (5.3)
valemisse (5.4), saame

m[(é’Y)z]:m Za—Yé'x = Zza—ya—ym[é‘xﬁxj].

i=1 OXi o 0xi 0

(NB! Osatuletised OY / 8x,. on arvutatud fikseeritud punktis ja seetdttu nemad ei ole

juhuslikud suurused, vaid kindlad/mittejuhuslikud arvud!) Kui mdotevigade keskvéértused on
nullid (nagu eeldab valem (5.5)), siis on viimane keskvéirtus summa all kovariatsioon, mille
saab korrelatsioonikordaja kasutamisel esitada (kovariatsiooni ja korrelatsioonikordajat vt
punktis 4.4)

m|dx, -ijJ= cov(0x;,0x ;) =r; u( X, u(X)),

kus oleme eeldanud, et juhusliku (mdddetava) suuruse X ; standardhilve langeb kokku tema

summaarse mootemadramatusega:
o(X,)=u(X)). (5.6)

Seega voime 10plikult kirjutada

uA(Y) = ZZTYaTY (X u(X )

i=l j=1
ehk

u(Y)= ii or 6Y rau(X)u(X ). (5.7)

i=l j=1

See on iildvalem mddtmiste viljundsuuruse ¥ mddtemddramatuse leidmiseks sisendsuuruste
{X l.} modtemidramatuste ja korrelatsioonide kaudu. Ta on histi {ildine ja kehtib

matemaatilise/tdendosusliku keskmise mdttes. Ainus koht, kus tasub alati enne hoolega moelda,
kui seda valemit rakendada, on eeldus standardhilbe {ihtimisest mddteméddramatusega (5.6).

Isekiisimus on muidugi, kust leida korrelatsioonikordaja Ve Loetlen siin kolm olulisemat juhtu.
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5.5. Mootmistulemuse mootemddramatus mitme sisendsuuruse korral

A. Otsemoddetud suurused on vastastikku korreleerimatud. Sel juhul
1, =],
770, [# ]

Siin Sij on nn Kroneceri stimbol (suurus, mis on 1 kui indeksid on vordsed ja null muudel
juhtudel). Sel juhul valem (5.7) lihtsustub kujule

u(Y)= ZK:(STY) u’(X,). (5.8)

i=1 i
Peab kohe ka rohutama, et see, korreleerimatute moddetavate juhtum, on kdige levinum.

B. Moned otsemoodetavad suurused on lineaarses séltuvuses:

X, =CX, (kjaj onmingid fikseeritud indeksid).
Sel juhul kehtib
rp =r; =L
C. Korrelatsioonikordajate statistiline hindamine.

Kui (see soltub muidugi suuresti otsemdddetavate suuruste {X l.} iseloomust) meil on moddetud

vektori {X l.} koiki komponente /N korda, nii et meil on K - dimensionaalse vektori valim

X,: XpppeeesX] jeseenenne Xino
X, Xypsenesdy jenereens Xyns
Xy XgppeeeesXgjeeneneens X s

siis saab hinnata korrelatsioonikordajat statistilise keskmisega
N — —
Z (X = X)X, — ;)
L k=1
] N __ N .
2 2
Z (Xip =) Z (X = X;)
k=1 k=1

Niiide 1 (jirg). Poordume tagasi metallkera tiheduse mootmise ndite juurde.
Selles niites K = 2, Xl =D, X2 =M, ;1 = EN =20,170 mm,
X2 =N = 24,150 g ning M(D) =0,056 mm ja M(M) =0,063 g. Secjuures

7.

19

(5.9)
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5.5. Mootmistulemuse mootemddramatus mitme sisendsuuruse korral

voime lugeda massi ja diameetri modtmised korreleerimatuteks: 7, =7 [D,M ] = (). Niisiis
kehtib siin arvutusvalem

u(p) = (a—pj uz(D)+(§—Ap4j u*(M).

oD
Valemist (5.1) jarelduvad osatuletiste avaldised ja arvvadrtused
18 M
_ BM_ g36gem*, P =0 _02330m™
oD D oM =wD

Seeparast saame

u(p) =+/(8,36-0,056)* +(0,233-0,063 = 0,47 g cm”.

Niide 2. Olgu moodetud suurused X ja ) ning viljundsuurus, mille véirtust tahame leida, olgu

nende summa/vahe: Z = X T . Ning olgu need sisendsuurused korreleerimatud.

Kehtivad valemid

seetottu

u(z) =12 -1 (%) + (1) - u?(¥) = Ju (x) + > (p)
ehk ka kujul

uz(z) = uz(x) + uz(y).

See on sisuliselt sdltumatute suuruste dispersioonide liitumise reegel. Siin vOib sdnastada selle
nii: kahe sdltumatu suuruse algebralise summa moddteméddramatuse ruut on summeeritavate
suuruste modtemadramatuste ruutude summa.

Niide 3. Olgu taas mdddetud suurused X ja ) korreleerimatud ning olgu véljundsuuruseks
Z = X+ ). Niilid saame

oz 0z

ning tulemuseks on
2 2 2 2 2
u (z)=yu (x)+xu(y).

See valem on mugavam kirjutada timber suhtelistele modteméddramatustele kujul
2 2 2
u(x)Y _(u)) | (u()
z X y
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5.5. Mootmistulemuse mootemddramatus mitme sisendsuuruse korral

|z | x y

Tipselt samasugune valem kehtib ka jagatisele z = X/ Y (kontrollida iseseisvalt). Seega

korrutamisel ja jagamisel suhtelise modteméddramatuse ruut on tegurite (resp. jagatava ja jagaja)
suhteliste modtemadramatuste ruutude summa.

Eelneva kahe nédite varal vOime sOnastada reegli: maéddetavate suuruste summeerimisel
(sisaldab ka lahutamise voimalust) Ulituvad absoluutsete maootemddramatuste ruudud,
korrutamisel ja jagamisel aga liituvad suhteliste mootemddramatuste ruudud.

Matemaatiliselt on see reegel suvalisele arvule ( j + k) sisendsuurusele sdnastatav jargmiselt.

A. Olgu véljundsuurus

Z=X+X,+.+ X, -(}+Y,+..7,),
kus X ;s Yl on sisendsuurused. Siis Z absoluutne méstemdiramatus on

u(Z) =

2 2 2 2 2 2 (5'10)
= 1 (X)) + 1> (X)) + et (X)) + 0 (1) + 107 (F,) + et 10 (X)),
B. Olgu viljundsuurus
S XX Xj,
Y, Y, Y,
siis Z suhteline méétemdiramatus on
u(Z) _
Z
(5.11)

uz_(Xl)+u2_(X2)+....+U2_(Xj)+u2_(Yl)+u2_(Yz>+....+—u2_(Y")
wf (o) wf o G b)) )

kus {x,-}, {y l} ja Z on sisendsuuruste mdddetud viirtused ja viljundsuuruse arvutatud

vadrtus.

Niide 4. Poordume tagasi iildvalemi (5.7) juurde. Olgu meil vaja midrata vahelduvvoolu
keskmine vOimsus. Selleks tuleb ampermeetriga mdota vahelduvvoolu- ja voltmeetriga

vahelduvpinge efektiivviirtused (vastavalt / ja U) ning fasomeetriga voolu ja pinge vaheline
faasinihe (0. Voimsuse saab arvutada valemist

P=1-U-coso.
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5.5. Mootmistulemuse mootemddramatus mitme sisendsuuruse korral

Liitmddramatus U - (P) on funktsioon suurustest U, 1, Q, uU), u(l) ja u((p):

u<P>=\/(§§] (U)+ ( j (1>+[Z(pj (@) + 2( Uj@fjmmum

Et pinge ja voolu efektiivvdartused on teineteisest lineaarses sdltuvuses (U = [R), kus R on

vooluahela takistus, mis fikseeritud sagedusel on konstant, siis korrelatsioonitegur I’[U i ] =1.

Seetdttu juurealuse avaldise arvutus annab

oP oP oP oP \( oP
(an ()+( j (I)+(a(pju() (6U)(6 )rmu(U)u(l)—

=17 cos’ (@) (U)+U? cos*(@)u’(I) +
+ U1 (= sin(@)) u’ (@) + 21U cos® (@)u(U)u(l) =
= (I cos(@)u(U) + U cos(@)u(l))’ +U>I* sin” (@)u’ ().

Seega

u(P) = /(I cos(@)u(U) +U cos(@)u(l) + U1 sin® (@)u>(¢).

Oletame niiiid, et mddtsime voolutugevuse vairtuseks /= 0,1 A (ampermeetri tipsusklass
Y = 0,2, modtediapasoon 0,15 A), pinge viirtuseks U= 100 V (voltmeetri tipsusklass

Y= 0,2 ; mdstediapasoon 150 V) ja faasiks ¢ = /3 (fasomeetri tapsusklass 0= 0,6)
Vastavad miiramatused avalduvad niitid:

0,0003 0,3 0,0063
ug(l)=—"—"7+— NG As;uy,(U)= \/—VJaMB((P)_ NG rad.

Arvandmete asendamisel keskmise vOimsuse ja tema méidramatuse valemitesse saame

P:o,l-loo-cosgzsw,
u(P) =
n. 03 n. 0,0003 L L LT (0,0063)2
=./| 0,lcos(—)——=+100co +1007°0,1° sin” (— =
J( 5 1003 j G\

= 0,036 W.
Tulemuse esitame kujul P =35 ,000(36) W.

64



5.6. Halvima olukorra meetod

5.6. Halvima olukorra meetod

Mbonikord kasutatakse ka lihtsamat meetodit kaudmootmise madramatuse hindamiseks, nn
halvima olukorra meetodit. “Halvimaks” nimetatakse olukorda, kus koik mootehidlbed

mojustavad médratavat suurust iihes suunas, néiteks vihendavad minimaalset suurust ). Nii voib
hinnata kaudmdoddetud suuruse ) véirtuse alampiiri ) ja iilempiiri y+. Selleks tuleb iga
argumendi jaoks eraldi vilja selgitada, kas } vihendamiseks tuleb argumenti X suurendada voi
vihendada. Kui on ndutav argumendi suurendamine, siis pannakse suuruse )’ arvutusvalemisse
argumendi X asemele X + Uc(X), kui argumenti on vaja vdhendada, siis X — Uc(X). Selliselt
toimime koikide argumentidega ja arvutame vilja )~ ja y+. Otsitava méadramatuse jaoks saame
kaks vadrtust Uc (V) =Y -V jalc () =)" - ).

Toome siin  halvima olukorra méddramatuse hinnangud kahel tdhtsamal erijuhul:

(A) véljundsuurus on sisendsuuruste algebraline summa ja (B) véljundsuurus on sisendsuuruste
korrutis ja jagatis.

A. Olgu viljundsuurus

Z=X+X,+.+X, -1+, +..7,),
kus X ;s Yl on sisendsuurused. Siis halvima olukorra hinnang on méotemddramatustele
u(Z) <u(X))+u(X,)+..+ulX,)+u)+ul¥,)+..+u,). ©D

B. Olgu viljundsuurus

S XXX,
siis halvima olukorra hinnang on suhtelistele méotemddramatustele
w(Z) u(X,) uX u(X.) u) u(Y. u(Y
( )g (_ 1)+ (_ 2)+....+ (_ J)+ (_1)+ (_2)+....+M. (6.2)
Zl - ke x|l v

kus {x,-}, {y l} ja Z on sisendsuuruste mdddetud viirtused ja véljundsuuruse arvutatud

vaartus.

“Halvima olukorra meetod” on suhteliselt lihtne, aga tal on ka tdsine puudus. Nimelt ta tostab
pohjendamatult usaldusnivood, s.t me hindame mddramatust iile. Kui ei ole spetsiaalselt vaja
madramatust iile hinnata, siis “halvima olukorra meetodit” me ei kasuta. Kui aga eksisteerib oht,
et argumentide midramatused pole tdiesti sdltumatud voi kui ei tohi mididramatust kindlasti alla
hinnata, siis tuleb kasutada “halvima olukorra meetodit™.
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5.7. Kaalutud keskmiste meetod

Praktikas méiratakse sageli liht ja sama fiitisikalist suurust erinevatel tingimustel voi erinevate
meetoditega, kusjuures iiksiktulemuste médramatused osutuvad erinevateks. On selge, et
keskmise tulemuse arvutamisel tuleks tdpsemaid tulemusi arvestada suurema kaaluga kui
vahemtéipseid. Voimaluse selleks pakub kaalutud keskmiste meetod.

Sellisel juhul ei arvutata mitte tulemuste aritmeetilist keskmist, vaid leitakse nn kaalutud

keskmine:
n
Z 8iX;
)_C _ =l

zgi
i-1

kus g, on i-nda tulemuse kaal ja 72 on mddtmiste arv. Kaaludeks g, vodetakse arvud, mis on

(7.1)

vordelised iiksikmddtmiste middramatuste ruutude poordvédrtustega. Vordetegur voib olla
suvaline, tavaliselt vetakse ta vordseks iihega. Sel juhul

1
8= : (7.2)
u_(x,)
Kaalutud keskmise méddramatuse leiame valemist
u.(x)= (7.3)

Kaalutud keskmine osutub alati tdpsemaks kui ka kdige tipsem tiksiktulemus X;.

Naide: Olgu kahe erineva meetodi abil leitud iihe ja sama suuruse véartused
x, = 4,60 (0,10)
x, = 4,80 (0,20)

Arvutame
1 , 1
g1: 0712 :100 ja gzz(),7:25
;:100-4,6+25-4,8:4’640
100+ 25
— 1
u.(x)=—=20,089
() V100 +25

Lopptulemuseks saime x= 4,640(0,089).

Nagu nidha, ei mdjusta vihemtéipsete andmete lisamine mddtmistulemust oluliselt. Aritmeetiline
keskmine oleks mirksa halvem hinnang kui tdpsem tulemus tiksinda.
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5.8. Méotmistulemuste graafiline té6tlemine. Vahimruutude meetod

Katsetes kasutatakse sageli suuruste X ja ) paare, kusjuures tiks neist, nditeks ), osutub teise,
nditeks X -1, funktsiooniks. Seejdrel kantakse leitud suurused graafikule ja piiiitakse leida sile
joon, mis ldheks katsepunktidest voimalikult 1ahedalt 1ébi ja kirjeldaks funktsiooni

y=f(x)

kdige paremini (tdpsemalt, optimaalsemalt). Oleks vale nduda, et joon ldheks ldbi koikide
moddetud punktide. Niisuguse siksakilise graafiku ehitamine oleks tegelikult jime viga, sest on
ette teada, et modtmisvigade tottu punktid ei paikne reeglina mitte graafikul, vaid selle 1&heduses
(joonis 8.1).

LY fx)

L+

X
>

Joonis 8.1

Kdige korrektsem meetod selle funktsiooni f leidmiseks on v@himruutude meetod.

Vaatleme vahimruutude meetodit kdige lihtsama néite — lineaarse soltuvuse

y=ax+b (8.1)

korral. Olgu meil mdddetud N  arvupaari {xi,yi}, millest teame, et modtmisvigade

puudumisel nad paikneksid sirgel Yy = ax + b . Ulesanne seisneb parameetrite @ ja b ning
nende médramatuste leidmises. Vahimruutude meetodil saadakse sirge tdusu @ ja algordinaadi
b sellised viirtused, mille puhul summa

N
S(a,b) = Z(yl. — ax, —b)2 (8.2)
i=l1
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5.8. Mootmistulemuste graafiline toétlemine. Vihimruutude meetod

oleks minimaalne. S kujutab endast kahe muutuja @ ja b funktsiooni (arvupaarid {xl.,yl.}
selles summas on etteantud arvud ja nendega me ei mingi/neid me ei muuda). Kui mdddetud
punktid paikneksid tépselt sirgel (8.1), siis oleks igas punktis ); —ax, — b =0 ja summa
(8.2) muutuks samaselt nulliks. Modtmisvigade tottu aga mdotepunktid tdpselt tihelgi sirgel ei
paikne ja iimarsulgudes olevad avaldised (8.2) paremal poolel nulliks ei saa, likskodik kui osavalt
me ka sirge parameetreid ei valiks.

Joonisel 8.2 on niidatud illustratsioonina sirge parameetritega @ = 2, b = 0 ja ristikestega on
toodud sama sirge moOtmised kiimnes punktis. Vead on modelleeritud nii X -ile kui ) -le

iihtlaselt jaotatuna intervallis [— 0,5, 0,5] (kogu modelleerimine on 1dbi viidud Mathcad
keskkonnas).

Joonis 8.2

Uldiselt on valemiga (8.2) masratud S (a, b) positiivne kdikjal (kdigi @ ja b viirtuste korral)

ja tal on parajasti iks miinimum (joonis 8.3), mille asend sdltub mdddetud suurustest {xl. » Vi }

1000
800 r
600
400
200

-10

Joonis 8.3
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5.8. Mootmistulemuste graafiline toétlemine. Vihimruutude meetod

Miinimumi tingimuse kohaselt peavad summa S osatuletised @ ja b jérgi olema vordsed
nulliga.

Arvutame S esimesed osatuletised:

Z_S: —2%()@. —ax, — b, = 2N[—E+a?+b;l
a =

Z—iz—ZZN:(yi —ax, —b)= 2N[—;+a)_c+b],
i=1

kus on kasutatud aritmeetilise keskmise tidhist

f =

Mz

|
N :1
Esimeste tuletiste iiheaegne nulliks muutumine annab vdrrandislisteemi miinimumpunkti
koordinaatide @ ja b leidmiseks:
— o
ax” +bx =xy,
ax+b=y.

Selle vorrandisiisteemi lahendame asendusmeetodil: leiame esmalt teisest vorrandist H suuruse

@ funktsioonina: b = y — aX. Selle tulemuse paneme esimesse vdrrandisse, mis annab

ale” - (<f |= 3%

Seega saab lahendi niiiid kirjutada kujul

vy

a== (_2,
x"—{x)
b=y—ax

Sama tulemuse voib alternatiivelt esitada ka nii:

> (-

i=1

-

i

i=1

9

\b:y—ax

Suuruste d ja b standardhilbed avalduvad valemitega (toome ilma tdestuseta):
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5.8. Mootmistulemuste graafiline toétlemine. Vihimruutude meetod

-

kusd, =y, —ax,—b.
Laplikult saame suuruste @ ja b miiramatused usaldusnivool P hinnata seostest:

u(a, p)=ty_,(p)s(a),
u(b, p)=ty_,(p)s(d).

Saadavat sirget Y = aX + b konkreetsete, vihimruutude meetodist leitud parameetritega A ja

b nimetatakse regressioonisirgeks.

Erijuhul peab regressioonisirge ldbima koordinaatide alguspunkti. Sel juhul on sirge vorrand
Y = ax . Regressioonisirge tous ja tdusu madramatus avalduvad niiiid valemist

-

N
DXy,
a=-" ,
xl.2
i=1
<
S
“(p):tN—z(P) = N :
TR
i=1

~

Arvutiprogrammides on sama lilesanne lahendatud ka keerulisemate juhtude jaoks. Nii nditeks
vOoimaldab tabelarvutuse programm Excel ldbi katsepunktide parve tOmmata kas
eksponentsiaalse, logaritmilise v0i astmefunktsiooni kdvera voi kuni 6. jarku poliinoomi.
MathCAD pakub kdvera tiilipide wvalikul veelgi laiemaid voimalusi. Seejuures peab
eksperimentaator kindlustama, et 1ldbi katsepunktide tdmmatud kover oleks fiiiisikaliselt
pohjendatud. Korget jarku poliinoomide kasutamisel, eriti veel siis kui katsepunkte on véhe,
kipuvad kdveratele sisse tulema sellised jonksud, mis fiiiisikaliselt ei ole pdhjendatud. Seetdttu
tuleb véga kriitiliselt suhtuda arvuti poolt véljastatava kovera kujusse ja vajadusel joonistada
kover ise kisitsi arvuti ekraanil. Fiitisika praktikumi t66de vormistamisel vdiks aja kokkuhoiu
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5.8. Mootmistulemuste graafiline toétlemine. Vihimruutude meetod

mottes soovitada ainult katsepunktide viljatriikkkimist koos méddramatuse ristidega. Madramatuse
ristid voi vearistid on kaks ristuvat 15iku graafikul katsepunkti asukohas, mis nditavad, kui suur
on vastavas punktis vastavalt x- ja y-teljele kantud suuruse miidramatused. Sobiva kovera lébi
katsepunktide voib hiljem ise kisitsi joonistada.

Tihti tuleb graafiliselt kontrollida teatavaid teoreetiliselt tuletatud soltuvusi. Sel puhul kantakse
graafikule eksperimendist saadud punktid koos médramatuse ristidega. Samale graafikule
kantakse ka teoreetiliselt arvutatud kover, ilma iiksikuid katsepunkte nditamata. Teoreetilise
kovera kokkulangemine eksperimendi punktidega médramatuse ristide tdpsusega kinnitab
eksperimendi kooskdla teooriaga. Siinkohal tuleks mairkida, et tdiesti lubamatu on
eksperimendist saadud katsepunktide suvaline nihutamine graafikul. Katsepunktid on
konkreetsete mdodteriistadega ja fikseeritud ilmastiku jne tingimustes saadud mdotmistulemused.
Seetdttu tuleb nad graafikule kanda tépselt sellisel kujul, nagu nende véartused katses méérati.
Labi katsepunktide joonistatav kdver on eksperimentaatori interpretatsioon mooddetud fiitisikalise
suuruse kditumise kohta. Siin on eksperimentaatoril palju suurem vabadus. Ainukeseks
piiranguks on, et eksperimentaator oskaks oma seisukohta veenvalt pohjendada.
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Lisa 1. Studenti t-kordaja

Studenti #-kordaja vdartused ( p) soltuvalt vabadusastmete arvust V = N —1

ja soovitavast usaldusnivoost p

Vabadusastmete Osa P protsentides
avv=N-—-1
68,27" 90 95 95,45" 99 99,73"
1 1,84 6,31 12,71 13,97 63,66 235,80
2 1,32 2,92 4,30 4,53 9,92 19,21
3 1,20 2,35 3,18 3,31 5,84 9,22
4 1,14 2,13 2,78 2,87 4,60 6,62
5 1,11 2,02 2,57 2,65 4,03 5,51
6 1,09 1,94 2,45 2,52 3,71 4,90
7 1,08 1,89 2,36 2,43 3,50 4,53
8 1,07 1,86 2,31 2,37 3,36 4,28
9 1,06 1,83 2,26 2,32 3,25 4,09
10 1,05 1,81 2,23 2,28 3,17 3,96
11 1,05 1,80 2,20 2,25 3,11 3,85
12 1,04 1,78 2,18 2,23 3,05 3,76
13 1,04 1,77 2,16 2,21 3,01 3,69
14 1,04 1,76 2,14 2,20 2,98 3,64
15 1,03 1,75 2,13 2,18 2,95 3,59
16 1,03 1,75 2,12 2,17 2,92 3,54
17 1,03 1,74 2,1 2,16 2,90 3,51
18 1,03 1,73 2,10 2,15 2,88 3,48
19 1,03 1,73 2,09 2,14 2,86 3,45
20 1,03 1,72 2,09 2,13 2,85 3,42
25 1,02 1,71 2,06 2,11 2,79 3,33
30 1,02 1,70 2,04 2,09 2,75 3,27
35 1,01 1,70 2,03 2,07 2,72 3,23
40 1,01 1,68 2,02 2,06 2,70 3,20
45 1,01 1,68 2,01 2,06 2,69 3,18
50 1,01 1,68 2,01 2,05 2,68 3,16
100 1,005 1,660 1,984 2,025 2,626 3,077
00 1,000 1,645 1,960 2,000 2,576 3,000

(I) Suuruse x jaoks, mida kirjeldab normaaljaotus keskvéirtusega X ja standardhilbega © ,

sisaldab vahemik X £ ko . P=06827;95,45 ja 99,73 protsenti jaotusest vastavalt k=1;2ja3

korral.
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Lisa 2. Vihtide lubatud vead

Tavaliste vihtide lubatud vead milligrammides [mg] (GOST 7328-65 jargi)

m 1. kL 2.kl 3.kl 4. kl. 5.kl
20 kg — — 160 1600 —
10 kg — 16 80 800 8000
5kg — 8 40 400 4000
2kg — 3 16 160 1600
1 kg — 2,5 12 120 1200
500 g 0,32 1,6 8 80 800
200 g 0,24 1,2 6 60 600
100 g 0,16 0,8 4 40 400
50g 0,12 0,6 3 30 300
20g 0,08 0,4 2 20 200
10g 0,05 0,25 1,2 12 120
5¢g 0,03 0,16 0,8 8 80
2g 0,025 0,12 0,6 6 —
lg 0,015 0,08 0,4 4 —
500 mg 0,010 0,06 0,3 3 —
200 mg 0,008 0,04 0,2 2 —
1...100 mg 0,005 0,02 0,1 1 (vt*) —

*) 1ja2 mg raskusi vihte ei valmistata

Uute 3., 4. ja 5. klassi gramm- ning kilogrammvihtide viga ei tohi olla negatiivne.
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